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Q [11.7 Applications of the Residue Theorem
o Nulpunten tellen
o Integralen uitrekenen
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

punten en polen

Stelling (111.7.4)

Stel « is een kromme die alle nulpunten en polen van de
meromorfe functie f insluit, met index 1.
Dan geldt
1 [ (<)
27i Jo £(C)

hierbij is N(0) het aantal nulpunten van f en N(co) het aantal
polen van f.

d¢ = N(0) — N(c0)
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

argumentprincipe

Zij f : D — C analytisch en « een kromme in D waar geen
nulpunt van f op ligt.
Dan geldt
1 ()
2mi o, £(C)

d¢ = x(f 0 ; 0)

In woorden: het aantal nulpunten van f binnen « is gelijk aan het
aantal malen dat f o & om 0 draait.
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

argumentprincipe: bewijs

Er geldt

1
W(Foai0)= 5o [ Zac

27r1/ f (« t)) a(t)a'()de
1

_ '(¢)
T oni o F(€) d¢
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ing van Rouché

Stelling

Zij D een elementair gebied en laat f en g analytisch zijn op D.
Laat o een stuksgewijs gladde gesloten kromme in D zijn, z6 dat

g(O)] < (O] (¢ opa)
Dan geldt

1 (), 1 [(F+e)©)
O ) e

v
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ling van Rouché: bewijs

Merk op: op « liggen geen nulpunten van f en ook niet van f + g.
Definieer voor s € [0, 1] de functie hs door hs(¢) = f(¢) + s - g().
Geen enkele hs heeft een nulpunt op «.

Dus, voor elke s is

L[ hs(Q)
2mi Jo hs(C)

d¢
goed gedefinieerd.

Nog mooier ...
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ling van Rouché: bewijs

de functie

. 1 [ h()
I.SH%/ahs(C)dC

Als s, — s dan hs, — hs lokaal uniform, en dus ook h, — h
lokaal uniform.
En dan h, /hs, — hi/hs uniform op a.

is continu.

Maar /| neem alleen gehele waarden aan, dus / is constant op [0, 1].
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ling van Rouché: bewijs

Maar dan

1 [F) 1 g L [ (F+8)(©)
%/af(c)dC—I(O)—/(l)— ./Q—+g A

Want hp =fen hy =f + g.
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ling van Rouché: andere formulering

Je ziet ook wel de eis

1£(¢) + &(O)] < [F(O)] + |&(<)] (¢ op )

en de conclusie

L [P L [eQ

2mi L, A0 T 2 ), 8(0)

viahs=(1—5s)-f+s-g.

De gegeven eis impliceert dat 7({)/g(¢) nooit negatief is en dus
dat hs nooit nulpunten op «a heeft.
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ling van Rouché: gevolgen

In beide gevallen: als x(«; z) alleen de waarden 0 of 1 aanneemt
dan hebben f en f + g (eerste geval), of f en g (tweede geval)
evenveel nulpunten binnen «.
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

ling van Rouché: voorbeelden

Bekijk f(z) = z8 en g(z) = 527 — 20.
Als |z| =6 dan |f(z)| =68 en |g(2)] < 5-67 +20 < 68,

Dus z8 en z8 + 527 — 20 hebben evenveel nulpunten binnen de
cirkel met straal 6 om 0 en dat aantal is acht.

3
TUDelft

Delft University of Technology

K. P. Hart TW2040: Complexe Functietheorie 12 / 46



Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

formule voor de inverse

Stel je weet dat f één enkelvoudig nulpunt binnen een cirkel «
heeft.

Dat nulpunt is gelijk aan

1)
27 J, f(Q)

d¢

Noem dat nulpunt even a; vermenigvuldig de Laurentreeks van f
rond a met ( en integreer, alleen

27T1 C—a
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem 5
Integralen uitrekenen

formule voor de inverse

Algemeen: als f injectief is op U,(0) dan wordt de inverse gegeven

door Cf'
F = om / (¢

met « een geschikte cirkel om 0 is ( straal dicht genoeg bij r).

3
TUDelft

Delft University of Technology

K. P. Hart TW2040: Complexe Functietheorie 14 / 46



Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

g o0 2
Errorintegraal: [~ e dx

Dit gaat een beetje met een omweg. Zija = (1+1i) /5 = Teim
Zij
2
e—Z
g(z) = 1 + e_2az
Opmerkingen
0’ =mi
o dus e~2a(z+a) — g—2az ¢
_ e 7 _e—(z+2)? o e*zz(l—efzaze*;) -
° g(Z) - g(z + 3) - 1+e 22z - 1te2az =é€
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

kromme en een pool

_R + a g R + a
a
[ ]
-R R
o Zij g het bovenstaande paralellogram.
o g heeft één singulariteit binnen g: in %a
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

idu en integraal

We hebben een pool van orde 1 met als residu

1
. 1 1.2 Z — 54
lim (z — za)g(z) = e 47 lim —_22‘_,2
z—3a 2 z—3%a 1+e
1.2 1
e 1? e i
= — = T -
_2ae a _2\/%647”6_7”
i

2w
Dus
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

deel de integraal in stukken

o Onderkant: ffR g(x)dx
o Bovenkant: f,;Rg(x + a)dx
o Samen: ffR g(x) —g(x+a)dx = f_RR e dx

)
Dus, als R — oo dan geven deze twee ons [~ e dx
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

zijkanten

Aan de rechterkant z = R+ at (0 < t < 1), en dus
0 722 = R? +V27Rt + (7t? + V27 Rt)i, en

’6_22’ _ e—Rz—\/ﬁRt < e—R2
0 2az = 2aR +2a°t = \/27R + (V27 R + 2~t)i, en

|e—232| _ e—\/277rR

Samen geeft dat
e_22 _ e_R2
1+e2az| = 1 _ o—V27R
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

zijkanten

Aan de linkerkant z= —R + at (0 < t < 1), dus
72 = R? — 27 Rt + (7t? — V27 Rt)i, en

|e—z2| — o R*V2mRt ~ —R*+V27R
0 2az = —2aR 4 2a°t = —\/27R + (—V/27R + 27t)i, hence

‘e—2azl — e\/ﬂR

Salnen nemen
2 R2 / R R2
e ? e 2 e

< =
l+e 22|~ oV2rR _1 1_ —V2rR
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

> sides

Dus aan elke kant, zeg vg, hebben we

[YR g(z)dz

En dus limg—o [, g(2) dz = 0.

_p2
eR

gl_e—\/zTrR'ﬁ

Klaar! Want we hadden

voor alle R
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem iscltn uataen

greren rond een vertakkingspunt

We berekenen [;° X dx (0 < |a| < 1, a regel).

1+x2

We moeten (waarschijnlijk) de (complexe) functie f(z) = ﬁ;

hebben

maar welke tak?

We snijden de positieve reéle as weg

en definiéren een tak van z? door exp(alog z),

waarbij logz = In|z| + iargz met 0 < arg z < 2.

Dus z% = |z|? - ¢l3282,

Welke kromme? lets met de positieve reéle as ...
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem iscltn uataen

romme

De kromme [, g bestaat uit
Interval [e, R]

Cirkel met straal R (positief)

Interval [, R] (andersom)

D
P

Cirkel met straal € (negatief)

Dit is niet geheel correct, straks
verbetering
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

rulariteiten en residuen

De functie f(z) heeft twee singulariteiten binnen I'. g:
ien —i (polen van orde 1), als e <1 < R.

Residuen:

en
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

integraal in delen

We verdelen de integraal in

R a
o/ X—dx
. 1+x2
oj{ f(z)dz
|z|=R
e an 2armi R a
o/ Xe—2dx:—e2‘m/ X—dx
r 1+x . 14+ x2

° ?{4:5 f(z)dz
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem Integralen uitrekenen

hatten

De grote cirkel:

Ra
f(z)dz| < 27R 55—
7|€|:R S

en 14 a < 2, dus het rechterlid convergeert naar 0 als R — oo

De kleine cirkel:

ea
j{ f(z)dz| < 2me——
|z|=¢ 1

en 1+ a > 0 dus het rechterlid convergeert naar 0 als ¢ — 0 -
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

S Samennemen

Na limiet nemen,voor R — oo en € — 0, krijgen we

00 a
(1 . e2a7ri)/ X dx = ﬂ_(e%awi . e%aﬂ'i)
0

14 x2
en dus
0 ya e%awi(l _ earri) T
—2dx = 5o = T
o l4+x 1— e2am 2cos zam

(gamaarna...)
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

romme nogmaals

R0

dh
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem iscltn uataen

fadg (http://www.wisfaq.nl/show3archive.asp?id=609544j=2009)

WisFagq - digitale vraagbaak voor het wiskundeonderwijs - Mozilla Firefox

Fle Edit View History Bookmarks Tools Help
A WisFaq - digitale vra... x | &

€ ) @ | www.wisfaq.nl/show 3archiveipad.asp?id=60954&=2009 ¢ | |Q search w B + B A © VY &

[ Most Visitedv @) Getting Started Egmathv EgTUDv [gwordsv [Exwordv [Egradiov [glinuxv [§Googlev [gNewswv

Afschatting - complex 3

Ik heb volgende integraal:
f +0Cq dx / Vx (x2+1)

Sing punten in het bovenhalfvlak zijn: x=i (pool orde1) en x=0 (pool orde 115).
Ik kan de integraal herschrijven:

[ @z = 2miRes(f)= [ Cp.. + [ e + [ Rt [
De tweede en vierde integraal (van rechterlid) gaan 0 (is te bewijzen via een afschatting, heb ik gedaan WAS oke.

Als ik nu mijn gevraagde integraal
wil gaan berekenen dan heb ik:

2miRes(fi) = i = [ O.op dxtvix (x2+1) + [ g dxVx (x?+1)
Mijn probleem nu is: Hoe krijg ik nu de gevraagde integraal f +000 dx f Vx (x2+1)

dank alvast

Student universiteit Belgié - maandag 30 november 2009 sbath
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

en we deze student helpen

Het gaat, kennelijk, om

— 5. 4X
o VX(1+x?)
(Die hebben we net gedaan a = —3.)

i is inderdaad een pool van orde 1, maar ...

“0 is een pool van orde 5" 77
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

en we deze student helpen

Hij gebruikt kennelijk een andere kromme [, g:

: 1 3
De tak van de logaritme heeft —5m < argz < 37
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

2n we deze student helpen

De integralen over de grote en kleine boog kon onze vriend naar
nul praten.

Het residu in i: 1

Vi 2i

Res(f;1) =

dus de integraal is gelijk aan

Sl

en dat is natuurlijk gelijk aan
e T = g\/i— 1%\/5
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

en we deze student helpen

Nu nog
0 1
[
Wat is y/x voor x < 07?
Voor x < 0 geldt v/x = /|x[i = iy/—x

Nu substitutie “x — —x" krijgen we
0 1 o 1
———-dx =i ———d
/_oo VXL+x2) /0 VX(L+2)
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

en we deze student helpen

Eindresultaat

/°° dx _7T\/§
o Vx(x2+1) 2

o a
/ X
0 ].-|-X2

ook eens met behulp van deze kromme.

Doe
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

van de beste van Euler

PP
“—n 6
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

nuttige functie en een nuttige kromme

We gebruiken
f(z) = T COSTTZ

z2 sinmz

en grote vierkanten als krommen.

[w is het vierkant met hoekpunten (£1 = i)(N + 3).
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

risls

De kromme I3

Pool van orde 3
in0

Polen van orde 1
in alle andere
gehele getallen
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

iduen

Makkelijke residuen in de n ongelijk aan 0:
Pool van orde 1, dus n invullen in

T CosTz
z% (sinwz)

en dat geeft

T CosSTn 1
Res(f,n) = S ==
n‘ wcosmn n
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

iduen

cosz

sinz via

We berekenen een paar termen van de Laurentreeks van

a1 _ = o )=1-Z=
( . +agt+az+---)(z &2 +--4) 52 +
of 1 1
a—1+302+(31—63—1)22—1-'--:1—522—1—--'
dus: a_1=1,a=0, a1 = —% + %a_l = —%.
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

iduen

We vinden ) )
f(z) = :2 — ~ 37 +
1 721
23 3:
en dus )
Res(f,0) = T
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

integralen

Voor elke N geldt dus,

1 1,
-— f(Z)dZ:—gﬂ' +QZ?

27 My

Nu laten we nog zien
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

hattingen

Lengte van 'y: 4 x (2N 4+ 1) = 8N + 4.

Op Iy geldt ﬁf < 7

Herinner:
|cos z| = /sinh? y + cos? x
en

|sin z| = \/sinh? y + sin® x
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

chattingen

Als x = £(N + 1) dan

Vsinh? Ty
V/sinh? 1y + 1

|cotan 7rz| = <1
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

chattingen

Als y = (N + ) dan

\/smh2 + 3) + cos? mx
|cotan 7z| =
\/smh2 + 3) +sin® mx
\/smh2 +)+1
sinh® (N + 3)
<2

(als N > 1).
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Nulpunten tellen

111.7 Applications of the Residue Theorem [ R

aken

Alles bij elkaar:

(BN +4) xmx?2
f(z)dz| <
f 1 X

en dat is genoeg om de limiet gelijk aan O te doen zijn.
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Nulpunten tellen
Integralen uitrekenen

111.7 Applications of the Residue Theorem

Nuttige opgaven: I11.7: 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
Verdiepende opgaven: 111.6: 2, 8, 10;
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