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Partieel breuksplitsen

In [1, Hoofdstuk 6] wordt gebruik gemaakt van de techniek van het (partieel) breuksplitsen
(Zie ook: [2, Hoofdstuk 7 §4]) om de inverse Laplace getransformeerde van reéle, rationale functies te

bepalen.

zo'n reéle rationale functie zijn. T'(s) en N(s) zijn dus reéle polynomen in s.

Laat in het vervolg
We kunnen aannemen dat gr{(T(s)} < gr{N(s)} (gr staat voor 'de graad van’).

Is dit niet het geval dan kunnen we eerst T'(s) en N(s) op elkaar delen voordat we tot breuksplitsen

overgaaln.

Voorbeeld

LtT(s) st — 483 + 352 +25 -5 st — 483 + 352 + 25 — 3
aa - = .
N(s) (s — 2)%(s + 1) s — 3s2 + 4

Delen geeft nu:

s3 — 3s% + 4/s* — 453 + 35 + 25 — 5\s — 1

st — 3s° + 4s —

—s% +3s2 — 25 — 5
—s3 + 3s? -4 -

—2s5s — 1

T(s) st — 483 + 352 +25 -5 2s +1
zodat = =s-1- —
N(s) (s —2)%(s + 1) (s —2)%(s + 1)

N(s) bevat alleen reéle lineaire en kwadratische factoren. Hier komt ook de naam partiéle breuksplitsing

vandaan want N (s) kan ook ontbonden worden in complexe lineaire factoren.

e Is N(s) = (s — a)” --- dan komt in de breuksplitsing voor

Al + A2 +...+L
(s — a) (s — a)? (s —a)"’




Voorbeeld

Zie ook het voorgaande voorbeeld.

T(s 2s +1

(s) _
Laat 55y = G- 202G 1+ 1

We kunnen N (SS )

zeker schrijven als de som van twee breuken waarbij in elke breuk de graad van

de teller kleiner is dan de graad van de noemer.

Dat wil zeggen dat

voor zekere constanten A;, A; en B.

25 +1
(s —2)2(s+ 1)
A13 + A2 B
(s — 2)2 s+1

Dit is echter geen gebruikelijke schrijfwijze.

Omdat
A18 + A2
A = A
waarbij R is
Ay = 241 + Ay
T(s) _
N(s)

We moeten nu het rechterlid weer onder één noemer brengen om de constanten A;, Ay en B te

bepalen.

= A1(8—2) + {2141 + AQ}

= A(s —2) + A,

2s +1

(s — 276 + 1)

A1$ + A2 B

(s — 2)2 s+1
Ai(s — 2) + A, B
(s — 2)2 s+1
A\l A\z B
(s—2) (s—2)2  s+1




Doen we dit dan vinden we A;(s — 2)(s + 1) 4+ Ax(s + 1) + B(s — 2)2 = 2s + 1 voor s € R

Substitutie van achtereenvolgens s = —1, s = 0 en s = 2 geeft
1
— — B — -
9B 1 5
2 + - 5
—24; + Ay 4+ 4B = 1 — Azzg
0 ~ 1
3A2 = 5 Al = §
T 1 5 1
Hiermee is gevonden dat ((Z)) = G E %) + G _3 I — s—?—l
T
We kunnen nu £71{ N<(Z>)} bepalen.
Omdat
£ ! b= €* [3, formule 2]
(s —2) ’
1
ﬁ_l{m} = te?* [3, formule 11.]
1
£t = e ' [3, formule 2.
{(s + 1)} [ )
is
Lfl{T(s)} _ eit 5te?t et
N(s) 9 3 9
2t ot

e
= —(1+ 15t) — —
g (1150 = =

Is N(s) = (s> + ps + q)" -+ met p> — 4¢ < 0 dan komt in de breuksplitsing voor

A1$ + Bl AQS + B2 + + ATS + B?"
(2 +ps+q) (s2+ ps+ q)? (s2 4+ ps + q)"
Voorbeeld
Laat T(s)  s*+4s® 4+ 14s% + 225 + 29
N(s) (82 + 25 + 4)2(s+1)
Merk op dat gr{T'(s)} < gr{N(s)} zodat we direct kunnen gaan breuksplitsen.
T(s)

N(s) is zeker schrijven als de som van twee breuken waarbij in elke breuk de graad van de teller
s

kleiner is dan de graad van de noemer. Dat wil zeggen dat



T(s) st + 483 + 1457 + 225 + 29

N(s) (s2 + 25 + 4)%(s+ 1)
o A1$3 + A282 + AgS + A4 B
(s2 + 25 + 4)2 s+1

voor zekere constanten Ay, As, A3z, A4 en B.

Dat klopt ook maar is opnieuw geen gebruikelijke schrijfwijze. Omdat

Ars® + Ags® + Azs + Ay
= {A;s(s® + 25 + 4) — 24157 — 4A18} + Aps® + Azs + Ay
= Ays(s® 4+ 25 +4) + (Ay — 241)s% + (A3 — 44;)s + Ay
= Ais(s® + 25 + 4) + {(As — 241)(s* +25 + 4) — 2(Ax — 241)s — 4(A; — 24;)}
+ (A — 4A1)s + Ay
= A1s(s® 4+ 25 + 4) + (Ax — 241)(s* +2s + 4) + (A3 — 24s)s + (As — 44> + 84,)
= (A1s + (A — 241))(s®> + 25 + 4) + (A3 — 245)s + (A4 — 445 + 84,)

= (213 + Eg)(s2 +2s+4) + Ass + Ay

A=A
L) Ay = Ay - 24 _
waarbij R is
3= A3 — 24
A\4 = A4 — 4A2 + 8A1
T(s)  s*+4 4s% + 145 + 225 + 29
N(s) (s2 + 25 + 4)%(s+1)
- A183 + A282 —|—A38 + A4 B
B (s + 2s + 4)? s+1
C (Ais + Ao)(s® 4 25 + 4) + Ags + Ay B
B (s + 25 + 4)? s+1
(Ars + Ay) Ags + Ay B

(s + 2s + 4) (s2+2s+4)2  s+1

We moeten nu het rechterlid weer onder één noemer brengen om de constanten 21, A\g, 23, Ajen B
te bepalen. Doen we dit dan vinden we

(Ays + A)(s2 + 25 + 4)(s + 1) + (Ags + Ag)(s+1) + B(s> + 2s + 4)2 =

s* + 453 + 1452 + 225 + 29 voor s € R.



Substitutie van s = —1 geeft 9B = 18 zodat B = 2.

Verder geeft substitutie van B = 2 en achtereenvolgens s = —2, 0, 1 en 2
8A,  — 4Ay + 243 — A, + 32 = 25
44, + Ay + 32 = 29
R R R R <~
144, + 144, + 243 + 244 + 98 = 70
724, + 364, + 6A; + 34, + 288 = 177
B = 2
8A,  — 4Ay + 243 — A, = T
44, + A4 = -3
AL 4+ TAy + Ay + A = 14
244, + 124, + 24; + A, = 37T
Lossen we het stelsel vergelijkingen in ﬁh ;{2, 23 en E4 op dan vinden we
A = 1
A, = -1
Ay = —1
A = 1
Hiermee is gevonden dat ]1\;((85)) = _(52 (JSF ;—le)r ) (sZ(ISQjJi)4)2 + s JQF 0

Soms is het handig deze breuk nog te schrijven als

T(s) _ (s +1) B (s = 1) n 2
N(s) ((s+1)2+3) (s+1)2+32 (s+1)
_ (s +1) B ((s+1)—2) 2
5+ 1243 ((s+1)2+3)2  (s+1)
_ s+ 1 _ (s + 1) N 2 L2
(1243 ((s+12+3)2  ((s+1)2+3)2 (s+1)
We kunnen nu [,1{]1\;((2))} bepalen al is ditllastiger dan in het vorige voorbeeld.
Gebruik voor het bepalen van Eil{m} dat
207 = L — (5" — o) ormules
(s2 + a2)2 (s + a?) (s2 + a2)? 3, f les 3.,10.]
Omdat
—1 (s+1) -t
L {((s T 3)} = e tcos(V3t) [3, formules 4.,14.]
-1 (s + 1) = e—_t sin ormules
L {m} = 2\/315 (V/3t) [3, formules 9.,14.]
-1 1 = e—_t M — tcos ormules
{m} = 4 7 tcos(V/3t)) [3, formules 4.,10., 14.]
LY ! b= et [3, formule 2.]



is

_1,.T(s) R _i ‘0 i sin(v/3t)  teos ot
L {N(S)} = —etcos(V3t) 2\/§ts (V3t) + 3 (7\/g tcos(V/3t)) +2
= e Y~ cos(\/gt) - gt sin(\/gt) + %(\/?:sin(\/gt) — 3t cos(\/§t)) +2}
= %{7(18 + 6t) cos(\/gt) + \/5(2 — 3t) sin(\/gt) + 36}
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