AM2520-H: Het oplossen van PolynoomVergelijkingen

week 1.7, maandag

K. P. Hart

Faculteit EWI
TU Delft

Delft, 12 oktober 2020

1/21



Outline

In de Oudheid

Islam

China

Europa
Italié

2 /921



Babylonié

Tablet BM 13901: vierentwintig kwadratische vergelijkingen met oplossingen
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Babylonié

Opgave 1

Ik tel de oppervlakte en zijde van mijn vierkant op: 45" (dus %)
We hebben dus x2 + x = 3.

Oplossing: halveer b =1, dus %

Kwadrateer dat: (1) = 1.

Tel dat op bij de %: 1=12

Trek de % van de wortel van 1 af: x = %

Algemeen: om x2 + bx = c op te lossen

neem 2, kwadrateer het, (2)2.

tel het op bij c: Z = (g)2 +c

trek g af van v/Z, dat is de oplossing: x = v/Z — g.

In onze taal x2 + bx + (2)? = c + ()2, ofwel (x + 2)? = c + (3)?
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Griekenland

Meetkundig

Elementen, Boek Il, Propositie 11
Snijd een gegeven lijnstuk z6 dat de rechthoek opgespannen door het geheel en één
van de stukken gelijk is aan het vierkant opgespannen door het andere stuk.

B D

G H

F A E C

In formule: a(a — x) = x?, ofwel x?> 4+ ax = a?, met a = AB en x = AH.
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Griekenland
De Arithmetica van Diophantus (=~ 350 AD)

Vergelijkingen met één of meerdere onbekenden (“Diophantische vergelijkingen")

P notatie voor veeltermen:

|KyaquAY'y1\71a for x> — 3x% + 3x — 1‘

“Eén (a) derde macht (KY), drie () getallen (¢), .
verminderd met (A) drie (y) kwadraten (AY) en één (a) eenheid (M)”
» regels voor rekenen met machten: x™ . x™ = x™+n

P regels voor rekenen met negative getallen: —a- —b = ab
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al-Khwarizmi

P het tientallige stelsel
» verschuiving van meetkunde naar algebra
» kwadratische vergelijkingen als vergelijkingen

» nog wel gevalsonderscheiding
> wel/geen oplossing (D > 0 versus D < 0)

P de rechtvaardiging was nog wel meetkundig
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al-Khwarizmi en al-Khayyami

Verdere ontwikkelingen:
» perfectionering theorie kwadratische vergelijkingen (800-1000)

» ‘incommensurabele grootheden’ als irrationale getallen (1000)
» 3degraads vergelijkingen

» verdubbeling van de kubus

> verdeling van de bol in delen met gegeven verhouding

» oplossing met doorsnijding van kegelsneden (1000-1100)

» recursieve definitie x"1 = x - x” en algebraische manipulaties met polynomen
(1150)
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Methoden

» lineaire vergelijkingen (tekort en overschot)
> stelsels lineaire vergelijkingen (eliminatie)

» polynoomvergelijkingen (numeriek)
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De Derdegraadsvergelijking
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De Derdegraadsvergelijking

Tartaglia (1499/1500-1557) kende de oplossing van x3 4 ax = b.
Cardano (1501-1576) wilde die leren en kreeg uiteindelijk de uitleg van Tartaglia.
Onder de belofte dat hij het niet als eerste zou publiceren.

Cardano werkte de methode uit en paste hem toe op andere gevallen.

Zijn student, Lodovico Ferrari, kon, met behulp van de methode van Tartaglia ook
vierdegraadsvergelijkingen oplossen.

Toen Cardano er achter kwam dat Scipione del Ferro ook de derdegraadsvergelijking
op kon lossen vond hij dat hij de methode kon publiceren in het boek Ars Magna.
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De Derdegraadsvergelijking, de methode
De vergelijking is x3 4+ ax® + bx + ¢ = 0.

Stap 1: werk de kwadratische term weg.

Stel x =y — %a en vul in:

—la 3+a —la 2+b —la +c
Y73 Y73 Y73

1 2 1
Y+ (—332+b>y+9a3—3ab+c

wordt

Dus op te lossen
Y 4py+q=0
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De Derdegraadsvergelijking, de methode
Stap 2: De vergelijking is nu y3 + py + g = 0.

Substitueer: y = u+ v.
Er komt

(u+ v +plutv)+qg=u®+3u*v+3uv? +v3 +putpv+gq
=3+ v3 4+ g+ Buv+p)(u+v)

Stel nu dat 3uv + p = 0, dan krijgen we ook uv® + v3 + ¢ =0.
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De Derdegraadsvergelijking, de methode

We krijgen een stelsel

1
33 3
v = ——
27p
e = —q
Stap 3: los op naar u3 en v3.

1

Dat geeft uen v, en dus y = u+ v, en daarmee x = y — za.
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Voorbeeld: x3 —9x2 +20x — 12 =0

» Substitueer x = y + 3: er komt y3 — 7y — 6 = 0.
73

» Substitueer y = u + v: er komt v3v3 = 35 en B +v3i=6.

» 2 en v3 zijn oplossingen van t> — 6t + ;—z =0
> die vergelijking wordt (t — 3)? = 71%
» oplossingen: t =3+ 19—0\/—3
>

zeg ¥ =3+ i3 en v3:3—i19—°\/§
> OK-)/:{'/3+/%\/§+€/3—/% 3 en nu?

> U1=%+2\'/§en vlzg—zx'/gdus}ﬁ:?'

Er is valsgespeeld
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Voorbeeld: x3 —9x2 +20x — 12 =0

.. : . 2.
Andere waarden voor u en v krijgen we door te vermenigvuldigen met w = e3™'.

Up = U1 -w €n U3:u1-w2en Vo = V1 -W €en V3:V1-u)2;

Alleen u; + v1, ux + v3 en u3 + vo geven oplossingen.

Waarom? Wegens de eis 3uv = 7.
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