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De Hoorn van Gabriél

Neem de hyperbool met vergelijking xy = k? en roteer die om de y-as.

Het volume van het ingesloten deel boven het vlak y = a plus het volume van een
cilinder met hoogte a en straal k?/a is gelijk aan het volume van een cilinder met
hoogte k?/a en straal kv/2 (de afstand van de oorsprong tot de hyperbool).
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De Hoorn van Gabriél

De cilinder PNMO heeft hoogte y
en straal k2/y.
De oppervlakte is dus y - 27rk72

En dat is dus m(kv/2).

Als y van a tot oo
beweegt, beweegt N
van C naar A.

Zo krijgen we de
cilinder met straal

kv/2 en hoogte k2/a.
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Machten

In Arithmetica Infinitorum deed Wallis heel wat Analyse.
Hij bepaalde de oppervlakte onder y = x?, met 0 < x < xp, als Cavalieri met een
verdeling in lijnen, maar met een andere berekening.

Tekening met de hand:

Voor elk verticale lijn geldt: de verhouding ‘onder’:'geheel’ is x? : x2

De verhouding van de oppervlakten is dus

Sy
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Machten

Het belangrijke punt in die verhouding is

02+4+124+224+...4n2 1 1

n2+n2+n2+---—|—n2_§+6n

Dus als n ‘oneindig’ is is de verhouding dus %

In het algemeen
Ok1k42k+...4 0k 1
nk+nk4+nk 4.4+ nk k+1
als er oneindig veel termen staan.
Bewijs door ‘inductie’: 1, 2, 3, 4, ..., alle k
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Machten

Het verband is lineair, daarom geldt het ook bij kK = 0.

En dus ook voor gebroken exponenten:

VO+VI+V2+ -+

1
Va+yvn+yn+o+y/n o L1
En dus in moderne taal

/1 ® 1 q
qux:P = 1
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Machten

Ook voor negatieve machten??
k = —1 geeft %.

k = —2 geeft %1

Hier gaf Wallis het op.

10 / 20



De kwart cirkel

De volgende stap was de kwart cirkel.

De verhouding tussen het vierkant en het blauwe stuk noteerde hij O.
Dus = %.
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De kwart cirkel

Hij pakte het probleem algemener aan:
bekijk alle krommen

y=(1-xr)"

en [ treedt dus op bij p = % en n= %

Voor gehele p en n is de oplossing er al wegens

(1—x»)" Z(l()
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De kwart cirkel

Het eerste resultaat is dat voor elk paar (p, n) het vierkant een geheel veelvoud, ap p,
van het gebied onder de kromme is.

En dat gehele getal a, , is (":p) = ("J,;p)-

Reken dat maar eens na.
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De kwart cirkel

Nlw

1
enn=zn

NlWw

De volgende stap: interpoleren voor p = % p=

Voor gehele p en n hebben we a,0 = ag, =1, en

p+n
dp.n = ,n—1
p dp

Dit moet dan ook voor andere p en n gelden.

Begin met a1 y=1en a; 1 =01
27

En, ..., aan het werk

11
2°2
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De kwart cirkel

Gehele n:
1 1 1
b =2, s, —2F2, s, _2F3, 153
5 : 10=1% 1o 5 31— 472 3:3 3 3276 42
Halfjes:
1,3 213 i
" y . . 141 _ 8.6 4
3%7% - 2§23%7% - §D7 3%7% - 2523%7% - g §|:|’ a%,% - 2123%7% _7§§|:|7
2 2 |
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De kwart cirkel

En hier is de tabel van Wallis, ook voor andere halfjes

Verbl gratids fi numerns hicnotd 0 dtrgnamn fopponatug,
eognitus, reliqui omnes etiam cognofcentur ; qui nempe cam
habentad illom rluommquz hic fubtos indigitatur.
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De kwart cirkel

De belangrijke rij

3 4 53 64 753 864
1o 2 30 22 530 642 7530
: : .3 5 7
De verhoudingen a%7n+2 : a%m dalen: 512 6
Dus (!): de opeenvolgende verhoudingen dalen ook.
. 3. 47-3-53.4 64—.53 753 .64 864 753 - |
O:1>5:0>30:5> 25 :30> 53045 > 532 15300 > 7530 1 642 >
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De kwart cirkel

Hieruit halen we
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De kwart cirkel

Hier is het werk van Wallis:
L5
. miumqm::—:nfli'. .
Hoceht, a ) v
x
"
) in .3%5 Vit
: , % 6 minor qui g« 4 * .
E ( pari ratione) erit A= cx ¢ =735 3,‘: '
) major qui 5 o x4/ 1.
. 3% 'ng;! '
migor qunm,ﬁ';‘;;%\/li-
Hoceft, © H

) 3%3 x5 XS
mmf@lﬁﬁi‘ﬂ‘.u/l i
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De kwart cirkel

Dus
4_3><3><5><5><7><7><--~

T 2X4X4X6X6X8X---
Een modern bewijs gaat via de integralen

v
/ sin” x dx
0

(probeer het maar eens).
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