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@ Section 1.1 Convergent Sequences and Series
o Rijen
o Reeksen
o e-macht, sinus, cosinus
o Logaritme, de hoofdtak
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Rijen
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

vergentie van rijen

C is een metrische ruimte:

d(z,w) = |z — w|
definieert een metriek.
Dus we weten wat convergentie van rijen inhoudt:

lim z, =z of z;—z (n— 0)
n—o00

betekent: voor elke € > 0 bestaat een N € N z6 dat voor alle
n> N geldt |z, — z| < e. P
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

vergentie van rijen

Dit is gewoon de convergentie in R?, dus volgt meteen

limp—oo2n = 2
dan en slechts dan als
lim,ooc Rez, =Rez enlim,oolmz, =Imz
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

tige eigenschappen

Alslim, o0z, =z enlim,_,o W, = w dan
oz tw, >zt w

ZnWp — Z- W

|zn] — |2

Z, >z

© 06 o o

z7l 771

Als |z| <1 dan limp_, 2" = 0.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

vergentie van reeksen

Gegeven een rij complexe getallen: zy, z1, 2z, ...
Maak de bijbehorende rij partiéle sommen:

Sh=20t+z1+ -+ 2z,

Als limp_o0 S bestaat, zeg lim,_,005h = s

dan noemen we de rij (z,), sommeerbaar, of de reeks )"z,
convergent, met som s.

Notatie:

[o.¢]
E Zn =S
n=0
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Rijen
. 3 . Reeksen
Section |.1 Convergent Sequences and Series . .
e-macht, sinus, cosinus

Logaritme, de hoofdtak

ende voorbeelden

S
?cl'_‘ 3= Bml'_‘

o >, % =00 (ondanks lim, 1 = 0)
° >, (_,})n =—1In2
0>, 5= %2 (Euler)
0> Z=e
2

convergeert desda p > 1

3
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

stkundige reeks

Neem z vast en bekijk (z").
Partiéle sommen:

1— Zn+1

Sp=14+z+ - +2"=
1-=z

° |z <1 ) 2" = ﬁ
o |z| =1 en z # 1: begrensde partiéle sommen, geen limiet
o |z >1lofz=1:)  2z"=00

Tweede geval:
1 — zn+1

1—-2z

2
< 5
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

olute convergentie

We noemen de reeks )" z, absoluut convergent als de reeks
> nlzn| convergent is.

Elke absoluut convergente reeks is convergent.

Bewijs.
Wegens

|Zm + Zmt1 + -+ + Zo| < |zZm| + [Zmpa] + -+ [z

volgt dat de partiéle sommen een Cauchy-rij vormen.
C is volledig, dus de rij van partiéle sommen convergeert. [ Ift
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponenti€le functie, sinus, cosinus

De volgende reeksen convergeren absoluut, voor elke z
z" (1" onp1 (=1)" 2
2 Z(2n+1)!z D (2n)1 ©
n n n

omdat we weten dat ze voor alle positieve reéle z convergeren.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponentié€le functie, sinus, cosinus

Definitie
We definiéren

n

oo
V4
0 expz = g —,
n!
n=0
o0

o sinz=3 U oni
(2n+1)!
n=0

(e o)
_1)n
ocosz:z( ) 22"

~ (2n)!

4
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponenti€le functie, sinus, cosinus

De reeksen convergeren uniform op elke schijf
Dr={z:|z| <R}
(wegens: M-test van WeierstraB).

Maar niet uniform op C.
Waarom niet?
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponenti€le functie, sinus, cosinus

De functies voldoen aan alle bekende formules:
o exp(z+w)=expz-expw
o sin(z+ w) =sinz-cosw + cosz - sinw

0 cos(z+ w) =cosz-cosw —sinz-sinw

Bewijs?
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling van Cauchy

Stelling

Stel Y an en ), by zijn absoluut convergent. Definieer

n
Ch = Z akbn_k
k=0

voor alle n. Dan geldt

o Y. cp is absoluut convergent, en

(o9 o9 o0
o Sa=3 03ty
n=0 n=0 n=0

1 uuélft
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling van Cauchy (bewijs)

Ten eerste

n
|cnl < dn = _|akl|ba—«]
k=0

De stelling claimt ook dat ) d, convergeert, en als dat is
vastgesteld zien we dat ) ¢, inderdaad absoluut convergent is.

Dus: zonder verlies van algemeenheid: a,, b, > 0 voor alle n.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling van Cauchy (bewijs)

Schriffa=Y""ganen b=> 7", by.

Noem de partiéle sommen van )" an, > ., bpen ) ¢y
respectievelijk s,, t, en u,.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling van Cauchy (bewijs)

Stap 1: sy th =D 4 o2 j—0ak " b (schrijf maar uit)
Stap 2: up = 3o S0 ak - by (schrijf maar uit)

Stap3: up <sp-ty, <a-b
(bij u, gebruik je een deel van de termen bij s, - t,)

Conclusie: limp,_, oo up bestaat. (Waarom ook al weer?)

De reeks ), c, convergeert (absoluut, want ¢, > 0)
eny ocp<a-b.
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Rijen
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling van Cauchy (bewijs)

Stap 4: s, t, < Upp
(bij s, - tn gebruik je een deel van de termen bij u2,)

Dus: a- b= limp_00Sp-tn < Do Cn.

Conclusie: de reeks ) ¢, is altijd absoluut convergent en als de
termen niet-negatief zijn klopt de som ook.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling van Cauchy (bewijs)

Ten slotte: klopt de som voor willekeurige reeksen?
Ja.
En dat ga ik nu op het bord uitschrijven.

K. P. Hart TW2040: Complexe Functietheorie

3
TUDelft

Delft University of Technology

19 / 32



Rijen

Reeksen

e-macht, sinus, cosinus
Logaritme, de hoofdtak

Section |.1 Convergent Sequences and Series

enigvuldigingsstelling

De stelling geldt ook als beide reeksen convergent worden
verondersteld en alleen één van de twee absoluut convergent.

Nog beter: als je verondersteld dat alledrie convergeren dan kun je
bewijzen dat de sommen kloppen.

Onderzoek het product van

met zichzelf.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

xponentiéle functie

Er geldt dus exp(z + w) = exp z - exp w.
Dus exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1 voor alle z.
Dus exp n = exp(1)" voor alle n € Z.

Voor reéle x hebben we exp x = e*; we schrijven ook vaak
e = exp z voor complexe z, maar daar moeten we mee oppassen
(zullen we later zien).

3
TUDelft

Delft University of Technology

K. P. Hart TW2040: Complexe Functietheorie 21 /32



Rijen

Reeksen

e-macht, sinus, cosinus
Logaritme, de hoofdtak

Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponenti€le functie, sinus en cosinus

Als we expiz uitschrijven vinden we
expiz = cosz +isinz

en omgekeerd

cosz — exp(iz) +2exp(—1z)

en

Ginz — exp(iz) —2‘exp(—12)
i
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponenti€le functie, sinus en cosinus

De definities uit Caleidoscoop zijn nu stellingen. Als z = x +1iy dan
0 e =¢e*(cosy +isiny), dus
o Ree? =eXcosy,
o Ime* =eXsiny, en

o |ef] = e*.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

sxponentiéle functie, sinus en cosinus

De gonioformules volgen door uitschrijven.

Voor reéle getallen hebben we de ‘echte’ sinus en cosinus, dus

=1  (kez)

Dat zijn ook de enige oplossingen van e* = 1:
dankzij de poolcodrdinaten weten we |e*| = 1, dus x =0,
en y = arge® = 2k voor een k € Z.

e” is periodiek met periode 2i.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

exponenti€le functie, sinus en cosinus

De sinus en cosinus krijgen geen nieuwe nulpunten:
sinz = 0 desda exp(2iz) = 1 en dus z = k7 (k € Z).

cosz = 0 desda exp(2iz) = —1 en dus z = (k + 3)7 (k € Z).
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

nitie

Laat S={weC: —nm <Imw < 7}.
De afbeelding w +— €" is bijectief van S naar C*.
De inverse afbeelding noemen we de hoofdtak van de logaritme.

We schrijven

w = Logz als z=¢e¢"enweS$S
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

enschappen

We hebben Log : C* — C.
Deze functie voldoet aan en is bepaald door

o exp(Logz) =z, en

o —m<Imlogz<
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

ule

Er geldt
Logz =In|z| +iArgz

NB In gebruik ik alleen voor positieve reéle getallen.

De oplossingen van " = z zijn dus te schrijven als Log z + 2ki
met k € Z.

Ik schrijf soms log z voor een ‘willekeurige' logaritme van z.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

htsverheffen

Als a en b willekeurige complexe getallen zijn, wat is dan a??
Antwoord

aP = exp(blog a)
en dat zijn in principe oneindig veel verschillende uitkomsten.

Soms kiest men voor exp(b Log a) als Hoofdwaarde
De andere waarden zijn dan

exp(bLog a + 2bk7i) = exp(b Log a) - exp(2bki) (kez)
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

htsverheffen, speciale gevallen

Als b € 7 dan is a algebraisch eenduidig af te spreken.
In dat geval geldt exp(2bkmi) = 1 en dus geeft de nieuwe definitie
gewoon de algebraische:

exp(b Log a) = exp(Log a)? = a°
Als b € Q, zeg b= £, met ggd(t, n) = 1 dan krijgen we n waarden:

exp(bLog a) - exp(2bki) (k=0,1,...,n—1)
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

htsverheffen, oppassen

We hebben nu eigenlijk oneindig veel waarden voor e*:
exp(z) - exp(2zki) (keZ)
Maar we houden toch vast aan e* = exp(z) (macht der gewoonte).

De regel

ay - as = (a1 a2)"

gaat heel vaak mis.
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Section |.1 Convergent Sequences and Series

Voor vrijdag:
Nuttige opgaven: 1.2: 4,5, 6, 7, 8, 18, 19, 20
Verdiepende opgaven: 1.2: 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17
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