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f:la,b] - C
A ek

11.1 Complex Line Integrals

Primitieven

Als f : [a, b] — C dan schrijven we (nog steeds)
f(t) = u(t) 4+ iv(t) en definiéren

/abf(t)dtz/abu(t)dt+i/abv(t)dt
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11.1 Complex Line Integrals f e

Primitieven

Als F : [a, b] — C een primitieve van f is, dus F = U + iV met
U =uen V' =y, dan geldt

/b F(£)dt = F(b) — F(a)

want [P u(t)dt = U(b) — U(a) en [P v(t)dt = V(b) — V(a).
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,. i f:la, b] —» C
11.1 Complex Line Integrals f:C—C
Primitieven

Gegeven
o een kromme « : [a,b] — D in een open verzameling D in het
vlak
o een functie f : D — C

wat is [ f(z)dz?
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f:la, b] —» C
f:C—>C
Primitieven

11.1 Complex Line Integrals

We definiéren fa f.

We hebben een stuksgewijs gladde kromme « : [a, b] — D met D
open en f : D — C continu.

We definiéren

/af:/af(C)dCZ/ab f(a(t))a/(t) dt
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f:la, b] —» C
f:C—>C
Primitieven

11.1 Complex Line Integrals

We hebben f = u+ iv en we schrijven a(t) = x(t) + iy(t).
Als we f(a(t))a/(t) uitschrijven komt er
Fa(t))o'(t) = (u +iv)(x' +1iy)
=w-X—v-y)+i(v- X' +u-y)

Dus Re [ f enIm [ f zijn beide integralen van vectorvelden over
de kromme o van (“) en van (V):

/sz (/audx—vdy>+i</avdx+udy>
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f:la, b] —» C
f:C—>C
Primitieven

11.1 Complex Line Integrals

fundamentele formule

Laat r > 0 en zp € C, en neem « : [0,27] — C gedefinieerd door
a(t) = zo + rexp(it), dan

na._ )2m n=-1
e dC—{O o
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f:la, b] —» C
f:C—>C
Primitieven

11.1 Complex Line Integrals

Uitrekenen:
o Afgeleide: o/(t) = irexp(it)

o (aft) — z0)7 = exp(—it)/r
o Dus,

2 1
/(C —z0)td¢ = / ;exp(—it)ri exp(it) dt
« 0
27
— [
0
= 27i
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f:la, b] —» C
f:C—>C
Primitieven

11.1 Complex Line Integrals

geval n # —1

Uitrekenen:
o afgeleide: o/(t) = irexp(it)
o (a(t) — 20)" = r"exp(int)

o Dus,
27
/(C —29)"d¢ = / r" exp(int)ir exp(it) dt
o 0

27
= / ir"™exp((n+ 1)ti)dt
0

2
iexp((n + 1)ti)

1
(n+1)

0
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11.1 Complex Line Integrals ; ‘[f' b] ‘*} -

Primitieven

primitieven

Als f een primitieve, F, heeft dan volgt

/ F(Q)d¢ = F(a(b)) — F(a(a))

in het bijzonder, als a gesloten is, dus als a(a) = «(b), dan

[ Foac=o
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f [a b]

11.1 Complex Line Integrals

Prlmitleven

We doen [ zdz.
Uitschrijven:

b

x - —y +1xy]

a

b
/ (x +iy)(x' +iy')d / —yy') +ilyx" +xy')de
a
1
=5

(b)? — y(b)* +i2x(b)y(b))

_ %(X(ay — y(a)® +i2x(a)y(a))
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11.1 Complex Line Integrals

emeen geval

Stel F' = f (complex).
Schrijf F = U+ iV (NB er geldt niet U’ = u of V' = v)
Dan geldt:

S Fla(t) = < (U(a(1) +iV(a(1))

_ %(U(x(t),ym) +iV(x(2). ¥(1)))
(Us- X'+ Uy ) +1(Ve X+ Vy o)
= (uxX —voy) Hi(v X ey

Want er geldt wel: u= Uy =V, env=V,=-U, -
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11.1 Complex Line Integrals

emeen geval

Conclusie: -LF(a(t)) = f(a(t))a/(2).

En dus, inderdaad,

/a £(C)dC = F(a(b)) — F(a(a))
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Een paar afspraken
Primitieven en zo
Stelling van Cauchy-Goursat

11.2 The Cauchy Integral Theorem

lyse 2

Uit het dictaat Analyse 2

Stelling (4.18)

Als D C R? samenhangend is en F' : D — R? continu dan zijn
equivalent

Q F is conservatief
Q [, F =0 voor elke gesloten kromme « in D

© F heeft een potentiaal op D

lets dergelijks gaan we voor complexe functies formuleren en
bewijzen.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Sicllling v Conehy-Canrsst:

enhang

o Een open verzameling D is samenhangend als elk tweetal
punten verbonden kunnen worden met een kromme in D

o De open verzameling O = {z: 1 < |z| < 2} is samenhangend.

o De open verzameling V={z:|z—1]<lor|z+ 1| <1}is
dat niet: geen kromme van —1 naar 1 blijft geheel binnen V.

11
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Een paar afspraken
Primitieven en zo
Stelling van Cauchy-Goursat

11.2 The Cauchy Integral Theorem

Een domein (in het boek) is een samenhangende open
deelverzameling van C.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Sicllling v Conehy-Canrsst:

men plakken

Stel a : [a,b] — C en 3 : [b,c] — C zijn krommen met
a(b) = B(b) danis a & S : [a,c] — C de kromme die we krijgen
door (B achter « te plakken:

a(t) te€lab]

(a®B)(t) = { o e

Als « en [ stuksgewijs glad zijn dan is o & ( dat ook.

Er geldt natuurlijk: fa@ﬁ f=/f+ fﬁ f.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Sicllling v Conehy-Canrsst:

mmen omkeren

Als « : [a, b] — C een kromme is dan is zijn omkering
o~ [a, b] — C gedefinieerd door

a (t)=a(b+a—t)

a(b) a”(a)

a(a) a”(b)
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Sicllling v Conehy-Canrsst:

mmen omkeren

Er geldt, natuurlijk

/a f(z)dz = —/af(z) dz
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Siclliing v Conehy-Canrssi:

orem |1.2.4

Stelling

Stel D C C is een domein en f : D — C is continu.
Dan zijn equivalent

Q de integraal van f langs een kromme in D hangt alleen van
het begin- en eindpunt af

Q voor elke gesloten kromme « in D geldt fa f=0

Q f heeft een primitieve

W

De implicatie (3)=-(1) hebben we al gezien. De implicatie (1)=(2)
is duidelijk: (2) is een speciaal geval van (1).
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Siclliing v Conehy-Canrssi:

orem I1.2.4

De implicatie (2)=-(1) volgt via omkering: Als a(a) = (a) en
a(b) = B(b) danis 5@ o~ gesloten. En dus

/ﬁf—/ozf:/ﬂer/a_f:/B@a_f:O

ﬁBb) _ 4(v) ﬁB(b) _ 4(a)
o(a) = 5(a) o~ (a) = B(b)
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Siclliing v Conehy-Canrssi:

orem I1.2.4

Nu nog de implicatie (1)=(3).
Neem z, € D vast en neem voor elke z € D een kromme, «, in D
die zo en z verbindt en definieer

A = [ fQ)dc
omdat de kromme er niet toe doet schrijven we

F) = [ o

Ze
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Siclliing v Conehy-Canrssi:

orem I1.2.4

Zij zp € D we bewijzen dat F'(z) = f(z). Neem r > 0 met
U.(20) € D en z € Uy(2).

Er geldt

F) = [ o
- [Tr@ac [Croac

Ze

= Fla)+ [ f(O

0

De integraal fzz (¢)d¢ doen we langs het rechte lijnstuk van zp
naar z.
Plaatje op het bord. 'i';U Delft
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Siclliing v Conehy-Canrssi:

orem I1.2.4

We herschrijven die laatste integraal:
[ r©ac= [0 - flan) + flz0)ag
= [ £0) = fla)ac + F(zm)(z — )
2
We schrijven nu

(@)= [ 10) - Fla)ac

20

en we bewijzen

. r(z) . P
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

orem 11.2.4

Zij € > 0 en neem ¢ > 0 z4 dat voor alle z met |z — z| < § geldt
If(z) — f(=0)] <e.

Dan volgt meteen, als 0 < |z — z,| < min{r,d},

r(z)

zZ—2

|r(z)| < |z —z| - € of <e

Klaar!

3
TUDelft

Delft University of Technology

K. P. Hart TW2040: Complexe Functietheorie



Een paar afspraken
Primitieven en zo
5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Sl v Caneiy-Gansiz

We gaan bewijzen dat analytische functies lokaal altijd te
primitiveren zijn.
Dat doen we door te bewijzen dat hun integralen over driehoeken

nul zijn, mits de functie in het hele inwendige van de driehoek
analytisch is.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo
Stelling van Cauchy-Goursat

11.2 The Cauchy Integral Theorem

Z3

22

7
De rand van de driehoek is a1 & ap & a3 waarbij
Q ai(t)=z1 4+ (t—0)(z2 — z1), met t € [0,1]
Q ax(t) =z + (t—1)(z3 — z2), met t € [1,2]
Q a3(t)=z3+ (t —2)(z1 — z3), met t € [2,3]
Alternatieve notatie: (zi, 22, z3). 'i';UDeIft
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

stelling

Stelling (11.2.5)

Zij D C C open en f: D — C analytisch.
Laat (z1, 2, z3) een driehoek zijn die met zijn inwendige in D ligt.

Dan geldt
| oo
(21,22,23)
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Z3

22

w1
21

Verdeel de driehoek in vier gelijkvormige driehoeken.
Door de middens van de zijden te verbinden.

3
TUDelft

Delft University of Technology

K. P. Hart TW2040: Complexe Functietheorie 30 / 40



Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Z3

22

w1
21

Er geldt

/ f:/ f—l—/ f+/ f+/ f
(z1,22,23) (z1,w1,w3) (wi,20,wo) (w2,23,w3) (wi,wo,ws3)
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Een paar afspraken
Primitieven en zo
Stelling van Cauchy-Goursat

11.2 The Cauchy Integral Theorem

En dus

Lol el el el
(21,22,23) (z1,w1,w3) (w1,22,w2) (wo,z3,w3) (wi,w2,ws3)

Voor (ten minste) één van de driehoekjes, zeg A, geldt dus

1
AT
4 (z1,22,23) A
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Noem de oorspronkelijke driehoek, (z1, zp, z3) dus, Ap.
De kleinere driechoek noemen we Aj.

We hebben nu twee dingen:

/f‘g/f
Do Ay

en de lengte van A is de helft van die van Ag.

1

4
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Ga zo verder: als we een driehoek A, hebben vinden we op
dezelfde manier een driehoek A, ;1 met

fuA=lh
Ap An-%—l

en de lengte van A, is de helft van die van A,,.

1

4
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Zo krijgen we, voor alle n:

/f‘<4”/ f‘
Ag n

I(An) = 27"1(Ag)

en

De compactheid van de gesloten driehoek garandeert nu dat de
doorsnede van de volle driehoeken niet leeg is.

En omdat de /(A,) — 0 voor n — oo zit er precies één punt, zy in
die doorsnede.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Als we bewijzen dat lim,_, o 4" ‘fAn f‘ = 0 dan zijn we klaar.

We weten: f(z) = f(z) + f'(20)(z — z0) + r(z), met

2 o,

z—29

We weten ook: [, f(z0)d¢( =0en [, f'(20)((—2)d( =0
(want die twee functies hebben een primitieve).

||mz—>zo

En dus
/An F(C)d¢ = /A /() d¢
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Zijnu e >0, neem § > 0 z6 dat |r(2)| < e|z — zo] als |z — zo| < 6.
Er is een N z6 dat A, C Us(z) voor n > N.
Omdat zy op of binnen A, ligt geldt |z — zg| < I(A,) als z op A,

ligt.
En dus, als n > N, dan |r(z)| < e I(A)).

Nu ‘bovengrens maal lengte’ gebruiken:

N [ /(A0)2
= 4—n

/. n r(odc‘ <o I(An)- (D)
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

En dus, voor n > N geldt

4" /nr(C) dC‘ <e (Do)

We zien dat [, f(¢)d( =0.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo

5 y
11.2 The Cauchy Integral Theorem Stelling van Cauchy-Goursat

bewijs

Herinner

/fz(/ udx—vdy)-l—i(/ vdx—l—udy)
Ag Ay Ay

dus, als f/ continu is kunnen we de stelling van Green gebruiken:

Met behulp van de Cauchy-Riemannvergelijkingen zien we dat er 0
uit komt.
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Een paar afspraken
Primitieven en zo
Stelling van Cauchy-Goursat

11.2 The Cauchy Integral Theorem

Nuttige opgaven: 11.2: 1, 3,5, 6
Verdiepende opgaven: 11.2: 2, 4
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