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gend is wordt een continuüm genoemd. De laatste 

eis in de definitie van kromme is dat elk punt wil-

lekeurig kleine omgevingen hee� waarvan de rand, 

binnen de verzameling, geen continuüm met meer 

dan één punt bevat (zie figuur 2). 

Voor een punt op de grafiek van sin(1/x) kun je 

kleine schij�es nemen waarvan de rand slechts twee 

punten van die grafiek bevat. Voor punten op het 

verticale lijnstuk kun je inzien dat elk klein schij�e 

de verzameling snijdt in twee convergente rijen (zie 

figuur 3). (Ook hier: je moet er oneindig veel lijn-

tjes bij denken.) In beide gevallen zitten daar alléén 

éénpuntige continua in. Onze verzameling is dus 

een kromme. 

Waarom is deze kromme bedacht? Om te laten 

zien dat er krommen zijn die je niet continu kunt 

doorlopen. Een ‘normale’ kromme, zoals een cirkel 

of een lemniscaat, hee� de eigenschap dat je voor 

elk tweetal punten, a en b, een continue functie, f, 

van [0, 1] naar de kromme kunt maken met f(0) = a 

en f(1) = b. Voor onze kromme S kan dat niet altijd. 

Neem maar a = (–1, –sin 1) en b = (0, 0) en stel dat 

f: [0, 1] Ă S continu is met f(0) = a en f(1) = b. Maar, 

wegens de samenhang moet het volgende gebeuren: 

er is een t1 met f(t1) = (–1/π, 0), 

er is een t2 > t1 met f(t2) = (–2/π, 0), 

er is een t3 > t2 met f(t3) = (–3/π, 0), enzovoort. 

Maar dan moet er voor elke n een sn zijn met 

t2n < sn < t2n+1 en f(sn) = (–1/((2n + 1/2)π), –1), 

want als je binnen S van f(t2n) naar f(t2n+1) gaat, 

kom je langs dat punt. De stijgende rij van de tn-en 

hee� een limiet; noem die t. Wegens de continuï-

teit geldt f(t) = limnĂ∞ f(tn) = (0, 0), en ook f(t) = 

limnĂ∞ f(sn) = (0, –1) en dat kan niet samengaan. 

Zo’n verbindende functie f bestaat dus niet. 

POOLSE CIRKEL De Poolse cirkel, P, maken we 

door aan S een paar lijnstukken toe te voegen die 

(–1, –sin 1) en (0, –1) verbinden: bijvoorbeeld van 

(–1, –sin 1) recht naar beneden naar (–1, –2), dan 

recht naar (0, –2) en ten slotte recht omhoog naar 

(0, –1) (zie figuur 4). 

In het logo is de ‘cirkel’ wat vloeiender gete-

kend, maar voor de eigenschappen van de kromme 

maakt dat niet echt uit. Door de extra lijnstukken 

kun je nu wel elk tweetal punten met een continue 

functie f: [0, 1] Ă P verbinden, maar aan de andere 

kant kun je deze kromme niet in één pennenstreek 

tekenen: er is geen continue functie f: [0, 1] Ă P 

(de pennenstreek) die elk punt bereikt. Het bewijs 

stond eigenlijk al in de vorige paragraaf, want die 

ene pennenstreek zou ook a en b binnen S moeten 

verbinden en dat gaat niet. 

Waarom noemen we dit de Poolse (of Warschau-

Links figuur 2, midden figuur 3, rechts figuur 4
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se) cirkel? In de jaren ’20 en ’30 van de vorige eeuw 

werd in Polen veel onderzoek naar krommen in 

het platte vlak gedaan. Dit voorbeeld werd vaak ge-

bruikt om vermoedens te testen: ‘zou het zo kun-

nen zijn dat elke kromme die of die eigenschap 

hee�?’, of ‘laten we eerst eens naar de sin(1/x)-

kromme kijken.’ Hieronder maken we een variant 

op de cirkel die laat zien dat het begrip ‘rand van 

een gebied’ niet zo eenvoudig is als je misschien 

denkt. 

NOG EEN ‘CIRKEL’  Je kunt het plaatje ook wat 

symmetrischer maken: begin met S en doe daar 

ook de grafiek van sin(1/x) voor 0 < x ≤ 1 bij. Ver-

bind dan de punten (–1, –sin 1) en (1, sin 1) met 

rechte lijnstukken, of een mooie vloeiende krom-

me. Nu krijg je weer iets wat op een cirkel lijkt, met 

een binnen- en buitengebied. Hier is iets geks mee 

aan de hand: het verticale lijnstuk V ligt op de rand 

van die twee gebieden: als x een element is van V, 

dan bevat elk schij�e om x punten van beide gebie-

den. De punten van V zijn echter vanuit beide on-

bereikbaar. Je kunt niet een continue functie, f, ma-

ken met domein [0, 1] en wel zo dat f(t) voor t < 1 

in het binnengebied ligt en met f(1) in V, en idem 

voor het buitengebied. De heen en weer slingerende 

sin(1/x) zorgt daar voor (zie figuur 5 en 6).

Bij een gewone cirkel is elk punt van beide kan-

ten bereikbaar, zelfs met behulp van een recht lijn-

tje. Dit voorbeeld (en vele andere trouwens ook) 

laat zien dat je in de topologie erg moet oppassen 

met je intuïtie, in dit geval dus bij het begrip ‘rand’. 

Wat voor de hand lijkt te liggen omdat je het bij zo-

veel gebieden ziet gebeuren – namelijk dat elk punt 

op de rand bereikbaar is – hoe� in het algemeen 

niet geldig te zijn. Je kunt kennelijk gebieden ma-

ken met heel rare randen. Met heel veel puzzelwerk 

kun je bijvoorbeeld een familie van drie disjuncte 

gebieden maken die alle drie precies dezelfde rand 

hebben. En met nog meer werk kun je een onein-

dige familie onderling disjuncte gebieden maken, 

allemaal met exact dezelfde rand. Zoek op internet 

maar eens naar ‘de meren van Wada’ (in het Engels 

‘the lakes of Wada’), waarover we ook al eens schre-

ven in dit tijdschri� (Pythagoras 44-2, november 

2004). Q

Figuur 5 Figuur 6


