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som gelijk is aan m + 1, namelijk, 
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Nu gaat het koppelen als volgt: sorteer de 

breuken eerst naar de som van teller en 

noemer en zet ze per vaste som in hun nor-

male volgorde.

Probeer zelf eens formules te bedenken 

die aangeven aan welk natuurlijk getal de 

breuk t/n gekoppeld is, en aan welke breuk 

een natuurlijk getal m gekoppeld is.

De tweede brief

Op 7 december 1873 schreef Cantor alweer 

een brief, nu met de oplossing van zijn 

probleem: hij had bewezen dat er geen 

koppeling bestaat. Of eigenlijk: hij was wat 

voorzichtiger, hij schreef dat hij hoopte dat 

het bewijs in de brief correct was. Dat kun-

nen we zelf controleren want hier komt het.

Het bewijs was uit het ongerijmde: stel 

er is een koppeling tussen de natuurlijke 

getallen en alle reële getallen in het interval 

<0, 1>. Dan kunnen we die getallen op een rij 

zetten:

 X
1
, X

2
, X

3
, …, X
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We gaan die rij in deelrijen verdelen; dat 

vergt wat notatie en het is wel handig als je 

met pen en papier meewerkt.

Terzijde: in het bewijs is het niet nodig 

dat je de reële getallen als echte getallen 

beschouwt. Het enige dat van belang is dat 

ze op een lijn liggen en dat in die lijn geen 

gaten zitten. Cantor had dus ook kunnen 

zeggen: stel er is een koppeling tussen de 

natuurlijke getallen en alle punten op een 

lijnstuk (van lengte 1). Het maakt voor het 

bewijs niets uit.

De eerste deelrij maken we als volgt: noteer 

X
1,1

 = X
1
, dan is er een eerste k > 1 met 

X
k
 > X

1,1
, noteer X

1,2
 = X

k
 (de 2 is een 

index), dan is er een eerste l > k met X
l
 > 

X
1,2

, noteer X
1,3

 = X
l
. Zo krijgen we dus 

een stijgende rij 
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Kun je uitleggen waarom die rij oneindig 

lang doorloopt?

De natuurlijke getallen 

1, k, l, … die we zijn 

tegengekomen 

leggen we terzijde. 

Van de overgeble-

ven natuurlijke ge-

tallen nemen we 

het minimum, zeg 

m en we maken 

een nieuwe rij 
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Begin met X
2,1

 = X
m
 en neem 

telkens, als je X
2,�

 bepaald hebt 

het eerste van de overgebleven 

natuurlijke getallen, zeg n, met X
2,�

 

en noteer X
2,�+1

 = X
n
.

Blijf dit herhalen: als je k rijen gemaakt 

hebt maak dan de volgende

 X
k+1,1

, X
k+1,2

, X
k+1,3

,…, X
k+1,�

,…  

op precies dezelfde manier: begin met 

X
k+1,1

 = X
m
 waar m het  eerste natuurlijke 

getal is dat nog niet gebruikt is en X
k+1,�+1

 

telkens de eerste nog niet gebruikte term in 

de rij is die groter is dan X
k+1,�

.

Wat voor straks belangrijk is is dat elke 

term van de oorspronkelijke rij meegeno-

men wordt: X
1
 zit in de eerste rij; als X

2
 

niet in de eerste rij is gestopt dan komt hij 

in de tweede rij, omdat we altijd de eerste 

niet-gebruikte term nemen; zo zien we 

ook dat X
3
 in een van de eerste drie rijen 

moet zitten; X
4
 in een van de eerste vier, 

enzovoort.

Neem nu het open interval ÃX
1,1

, X
1,2
Ä; daar 

zit geen enkele term van de eerste rij in, we 

noteren dit interval als Ãp
1
, q

1
Ä.
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Bekijk nu de tweede rij; het kan zijn dat 

geen enkele term van die rij in Ãp
1
, q

1
Ä zit, 

dat is prima. Het kan zijn dat er ook geen 

term van de derde rij in Ãp
1
, q

1
Ä�zit, dat is 

ook niet erg. Maar omdat onze beginrij 

een koppeling is komt er een eerste k (en 

Figuur 1




