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Dan komt er informatie over de aantallen 

koeien. Over de witte koeien zien we in 

regels 17–19 dit

 w = (1/
3
 + 1/

4
)(Z + z),

in regels 20–22 staat over de zwarte koeien 

dit

 z = (1/
4
 + 1/

5
)(* + g),

over de gevlekte koeien lezen we in regels 

23 en 24

 g = (1/
5
 + 1/

6
)(B + b)

en ten slotte zeggen regels 25 en 26 dit over 

de bruine koeien

 b = (1/
6
 + 1/

7
)(W + w)
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runderen van alle soorten. Dat is natuurlijk 

niet de bedoeling; je verwacht dat de zonne-

god toch wel wat runderen zal hebben.

Als je naar de vergelijkingen kijkt zie je er 

zeven, met acht onbekenden. Dat betekent 

dat er inderdaad oplossingen ongelijk aan de 

nuloplossing te vinden moeten zijn: we ver-

wachten ten minste één vrijheidsgraad. Denk 

aan één vergelijking met twee onbekenden 

als 3x - 4y = 0: één van de variabelen is dan 

in de andere uit te drukken en die andere is 

vrij te kiezen. Zoiets geldt ook als je twee 

vergelijkingen met drie onbekenden hebt.

Om die oplossingen te vinden moet je syste-

matisch te werk gaan: telkens onbekenden 

uit vergelijkingen elimineren tot je ziet welke 

onbekende vrij te kiezen is en hoe de andere 

daar van afhangen. 

Als je eerst naar de stieren kijkt en W uit 

vergelijking (3) elimineert door vergelij-

king (1) in te vullen, en daarna Z elimineert 

krijgt je * = 1580/
891

 B. Als je dat in (2) invult 

komt er Z = 1602/
891

 B en ten slotte vind je 

dan W = 2226/
891

 B. Als je dan B = 891 kiest 

vind je de volgende oplossing, alleen voor de 

stieren:

 (W, Z, *, B) = (2226, 1602, 1580, 891)

met in totaal 6299 stieren dus. Maar elk 

veelvoud van de oplossing is er ook een; we 

hebben oneindig veel oplossingen:

  (W, Z, *, B) = s � (2226, 1602, 1580, 

891)

met s een willekeurig natuurlijk getal. Maar 

dit is nog steeds alleen voor de stieren.

Met nog meer werk kun je in de overige ver-

gelijkingen w, z, g, en b ook in B uitdrukken.

Als je stug volhoudt dan zul je vinden dat 

de s in de oplossing voor de stieren een veel-

voud van 4657 moet zijn, dus s = 4657 � k. 

De aantallen koeien zijn dan te schrijven als

  k � (7206360, 4893246, 3515820, 

5439213)

in de volgorde (w, z, g, b), net als bij de stie-

ren. De aantallen stieren worden dus

 k � 4657 � (2226, 1602, 1580, 891)

(met telkens dezelfde k natuurlijk). De 

kleinste, die met k = 1, levert dan in totaal 

50.389.082 runderen.

In ieder geval geeft ons dit (veel) meer run-

deren dan beschreven in de Odyssee.

Het uitgebreide probleem

Als je wilt laten zien dat je een getallenmees-

ter bent moet je een oplossing vinden die 

aan de volgende voorwaarden voldoet: als 

de witte en de zwarte stieren bij elkaar gaan 

staan dan kunnen ze een vierkant vormen 

(regels 33–36),  en de gevlekte en bruine 

stieren kunnen bij elkaar in een mooie drie-

hoek gaan staan (regels 37–40). Dat bete-

kent dat W + Z een kwadraat moet zijn en * 

+ B een driehoeksgetal. Een driehoeksgetal 

is een getal dat je door middel van stippen 

in een driehoek kan leggen; ze zijn van de 

vorm 1+ 2 + ® + n en dus te schrijven als 
1/

2 
n (n + 1).

Met andere woorden: we moeten k zo 

bepalen dat W + Z = 4657 � 3828 � k een 

kwadraat is en * + B = 4657 � 2471 � k een 

driehoeksgetal.

Om te beginnen met W + Z: ontbind 4657 � 

3828 in factoren, 22 �  3  � 11 � 29 � 4657 (ja, 

4657 is een priemgetal). Om 

 W + Z = 22 � 3 � 11 � 29 � 4657 � k

een kwadraat te laten zijn moet k dus van de 

vorm 3 � 11 � 29 � 4657 � l2 zijn.

Nu * + B. Als D = ½n(n + 1) een driehoeks-

getal is dan is 8D + 1 = (2n + 1)2 een kwa-

draat, en omgekeerd. Dus 8(* + B) +1 moet 

een kwadraat zijn, zeg m2.

Als we dat invullen komt er

 m2 = 8 � 4657 �  2471 � k + 1,

met k = 3 � 11 � 29 � 4657 � l2 wordt dat

  m2 = 8 � 4657 � 2471 � 3 � 11 � 29 � 4657 � 

l2 + 1

of, helemaal uitgeschreven: 

 m2 = 410.286.423.278.424 � l2 + 1     (*)

of, iets korter  

 m2 = 4729494 � (2 � 4657 � l)2 + 1    (**)
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Nu hoeven we alleen nog oplossingen van 

vergelijking (*) te vinden; het blijkt minder 

werk te zijn vergelijking (**) op te lossen, dat 

wil zeggen, eerst

 m2 = 4729494 � n2 + 1

oplossen en onder de oplossingen die n-en 

zoeken die een veelvoud van 2 � 4657 zijn.

De Pell-vergelijking

Een vergelijking van de vorm als boven, 

m2 = d � n2 + 1, staat bekend als een Pell-ver-

gelijking. Over dit soort vergelijkingen is veel 

bekend, onder andere dat ze voor elke d die 

geen kwadraat is oneindig veel oplossingen 

hebben en dat die oplossingen een speciale 

structuur hebben.

Om te beginnen: je schrijft de vergelijking 

meestal als m2 – dn2 = 1. Dan kun je het 

linkerlid ontbinden: 

 ( )( ) .m n d m n d 1+ - =

Daaraan kun je zien dat de oplossingen mis-

schien iets met d  te maken hebben. En dat 

is ook zo.

We bekijken eerst eens d = 2. Dan kun je 

makkelijk een oplossing gokken: m = 3 en 

n = 2, want 32 = 2 � 22 + 1.

Hoe maken we meer oplossingen? 

Dat kan als volgt: merk op dat 

( )( )2 1 2 1 2 1 1- + = - = .

Dat kun je schrijven als

 2 1
2 1

1
- =

+
        (†)

of

 2 1
2 1

1
= +

+
.

Nu kun je 2 1+  omschrijven tot 2 2 1+ - , 

dus

 2 1
2 2 1

1
- =

+ -

maar dan kun je 2 1-  vervangen door het 

rechterlid in (†):

 

√

2 = 1+
1

2+
1

2+
√

2− 1

en nog een keer

 

√

2 = 1+
1

2+
1

2+
1

2+
√

2− 1

en nog een keer

 

√

2 = 1+
1

2+
1

2+
1

2+
1

2+
√

2− 1

je krijgt een oneindig lange kettingbreuk:

√

2 = 1+
1

2+
1

2+
1

2+
1

2+
1

...

Dit werkt als volgt: je kapt die breuk telkens 

af:

1,1 +
1

2
,1 +

1

2 +
1

2

,1 +
1

2 +
1

2 +
1

2

,1 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2

, ...

en werkt die partiële breuken uit:

 , , , ,1
3

2 29

41

2 5

7

1

17

De rij rationale getallen die je zo krijgt con-

vergeert naar 2 .

Kijk nu naar de breuken 3/
2
 en 17/

12
, hun tel-

lers en noemers geven telkens een oplossing 

van de vergelijking m2 = 2n2 + 1. De eerste 

hadden we al en de tweede vullen we even 

in: 172 = 289 = 288 + 1 = 2 � 122 + 1.

Hier zit een heleboel theorie achter. Zo kun je 

bijvoorbeeld bewijzen dat de partiële breuken 

om en om kleiner en groter zijn dan het getal 

waar het om gaat, in dit geval 2 . Voor 2  

geldt dan dat elke even partiële breuk een 

oplossing levert van m2 = 2n2 + 1.

Opgave 1

Bereken nu de zesde breuk en bepaal 

zo nog een oplossing van de vergelij-

king m2 = 2n2 + 1.

Er zit nog meer achter deze rij breuken. Be-

kijk het getal 3 2 2+  en kwadrateer het: 

( )3 2 2 9 12 2 8 17 12 2
2+ = + + = + . Daar 

herkennen we de tweede oplossing van de 

vergelijking.
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Opgave 2

Bereken ( )3 2 2
3+  en ga na dat je de 

derde oplossing van daarnet krijgt.

Er geldt zelfs meer: als je ( )3 2 2
p+  uitwerkt 

en schrijft als m n 2p p+  met natuurlijke 

getallen m
p
 en n

p
 dan krijg je zo precies de 

oplossingen van m2 = 2n2 + 1.

Opgave 3

Kijk eens of je kunt bewijzen dat je zo 

inderdaad oplossingen van m2 - 2n2 = 1 

krijgt.

(Bewijzen dat er niet meer oplossingen 

zijn is moeilijker en vergt wat algebra.)

In Pythagoras 36-5, juni 1997, staat een 

artikel van Peter Stevenhagen over het vinden 

van getallen die zowel een kwadraat als een 

driehoeksgetal zijn; ook dat probleem leidt tot 

de Pell-vergelijking m2 - 2n2 = 1 èn de om-

gekeerde Pell-vergelijking 2n2 - m2 = 1. Daar 

kun je zien dat de oneven partiële breuken nu 

net oplossingen leveren van de tweede verge-

lijking. Ook wordt daar voor de tellers en de 

noemers van de hele rij breuken aangetoond 

dat die voldoen aan de betrekking a
k+1

 = 2a
k
 

+ a
k-1

. Voor de tellers begin je met m
1
 = 1 en 

m
2
  = 3, en voor de noemers begin je met n

1
 

= 1 en n
2
 = 2.

Meer werk

We zijn nog niet helemaal klaar. Aan het 

oplossen van willekeurige vergelijkingen van 

de vorm m2 = d � n2 + 1 zitten nog een paar 

haken en ogen. Dat zie je goed bij d = 13. 

We schrijven de kettingbreuk even in een wat 

overzichtelijkere notatie:

[3; 1, 1, 1, 1, 6, 1, 1, 1, 1, 6, 1, 1, 1, 1, 6, …]

Hieraan kun je zien dat de rij getallen die je 

krijgt periodiek is, in dit geval met periode 5.

Bekijk de eerste tien breuken: 3/
1
, 4/

1
, 7/

2
, 

11/
2
, 18/

5
, 119/

33
, 137/

38
, 256/

71
, 393/

109
, en 649/

180
, 

en schrijf telkens m2 – 13n2 op (m is de teller, 

n is de noemer). Je krijgt -4, 3, -3, 4, -1, 4, 

-3, 3, -4, en 1.

Dit illustreert twee dingen: de breuken die 

echt belangrijk zijn horen bij de periode; daar 

is het verschil m2 – 13n2 het kleinst in absolu-

te waarde, namelijk 1. En door het om en om 

kleiner en groter zijn dan d  van de breuken 

moet je bij een oneven periode wachten tot 

de dubbele periode voor je een oplossing van 

m2 = d � n2 + 1 vindt. (De vijfde levert een 

oplossing van de omgekeerde Pell-vergelijking 

13n2 – m2 = 1.)

Dit hadden we, achteraf, ook bij m2 – 2n2 = 1 

gezien: de periode was daar gelijk aan 1 en 

elke tweede breuk gaf ons een oplossing van 

de vergelijking m2 – 2n2 = 1.

Voor onze vergelijking

m2 = 4729494n2 + 1

betekent dit dat je eerst de periode voor de 

kettingbreuk van 4729494 moet opsporen. 

Dat werd in 1880 door A. Amthor gedaan, de 

periode is 92. Nu is dat gelukkig even, dus je 

hoeft maar 92 diep te gaan in de kettingbreuk 

om de eerste oplossing te vinden. De getallen 

die je krijgt zijn behoorlijk groot:

m
1
 =  10.993.198.673.289.734.979.866.23

2.821.433.543.901.088.049 en n
1
 = 50.549

.485.234.315.033.074.477.819.735.540.40

8.986.340. Maar dan zijn we er nog niet, we 

moeten een oplossing (m
p
, n

p
) hebben waarbij 

n
p
 een veelvoud van 2 � 4657 is. Daar kwam 

nog meer Algebra en Getaltheorie bij kijken. 

Het bleek dat 

( )m n 47294941 1

2329+

een oplossing van de grotere Pell-vergelij-

king (*) oplevert. Die oplossing is heel erg 

groot, en levert uiteindelijk een totaal aantal 

runderen op van 206545 cijfers. Dat lijkt me 

wel een kudde de Zonnegod waardig.

Als je meer wilt weten over de oplossing 

en wat er allemaal bij komt kijken dan 

moet je het artikel Solving the Pell equati-

on van Hendrik Lenstra maar eens opslaan: 

www.ams.org/notices/200202/fea-lenstra.pdf. 

Daarin staan formules voor alle mogelijke 

oplossingen van het probleem. Daar kun je ook 

lezen waarom het geen toeval is dat 2329 = 

(4657 + 1)/2. Rond 1980 werd dit probleem 

gebruikt om een (toen) nieuwe supercomputer 

te testen, de CRAY-1. De computer had zo’n 

tien minuten nodig om alle berekeningen te 

doen. Het totaal aantal runderen uit de kleinste 

oplossing werd afgedrukt en beslaat 47 pagi-

na’s. Je kunt het vinden in: Harry L. Nelson, $�

VROXWLRQ�WR�$UFKLPHGHV¶�FDWWOH�SUREOHP. Journal 

of Recreational Mathematics 13 (1980/81), 

no. 3, 162–176.


