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Cardano’s Ars Magna
“Scipio Ferro van Bologna ontdekte deze regel
bijna dertig jaar geleden en gaf hem door aan
Antonio Maria Fior van Venetië, wiens
wedstrijd met Niccolò Tartaglia van Brescia
aan Niccolò een reden deze te ontdekken. Hij
[Tartaglia] gaf hem aan mij als reactie op mijn
smeekbeden, doch zonder bewijs. Gewapend
met deze hulp, zocht ik het bewijs in [diverse]
vormen. Dit was erg moeilijk. Hier volgt mijn
versie.”

Dit staat aan het begin van Hoofdstuk XI:
“On the Cube and First Power Equal to the Number”
Hoofdstukken XI – XXIII behandelen allemaal verschillende gevallen van
derdegraadsvergelijkingen.
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Cardano’s Ars Magna

Een Latijnse versie van Ars Magna staat op BrightSpace.
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Cardano’s Ars Magna

Hoofdstuk XII: De vorm x3 = ax + b.

Laat de derde macht gelijk zijn aan de eerste macht
en constant en laat DC en DF twee kubussen zijn
waarvan het product van de zijden, AB en BC , gelijk
is aan een derde van de coëfficiënt van x , en laat de
som van de kubussen gelijk zijn aan de constante.
Ik zeg dat AC de waarde van x is.

AB is onze u, en BC is onze v .

A B C

D

F E

u v
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Cardano’s Ars Magna

Hoofdstuk XII, voorbeeld
“Exemplum, cubus æquator 6. rebus ṕ. 40”

Neem de derde macht van 2, één-derde van de coëfficiënt van x , dat geeft 8.
Trek dat af van 400, het kwadraat van 20, de helft van de constante, dat geeft 392; de
wortel hiervan opgeteld bij 20 geeft 20 +

√
392, en afgetrokken van 20 geeft dat

20−
√

392; en de sum van de derdemachtswortels van dezen,
3
√

20 +
√

392 +
3
√

20−
√

392, is de waarde van x .

(De Latijnse tekst is meer ingedikt, en noemt geen x .)

De vergelijking was natuurlijk x3 = 6x + 40.

Kennelijk geldt
3
√

20 +
√

392 +
3
√

20−
√

392 = 4

8 / 31



De Vierdegraadsvergelijking

Oplossing van x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0:

Stap 1: Substitueer x = y − 1
4a en breng de vergelijking in de vorm

x4 + px2 + qx + r = 0.

Stap 2: Zij y een nieuwe variable. Dan geldt:

(x2 + y)2 = x4 + 2x2y + y2

= −px2 − qx − r + 2x2y + y2

= (2y − p)x2 − qx + (y2 − r).
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De Vierdegraadsvergelijking

Stap 3: Links staat een kwadraat. Om rechts ook een kwadraat te krijgen stellen we
de discriminant gelijk aan 0:

q2 − 4(2y − p)(y2 − r) = 0

Dit geeft een derdegraadsvergelijking in y .

Stap 4: Los die vergelijking op, en stel y gelijk aan een oplossing. Dan hebben we

(x2 + y)2 = (2y − p)x2 − qx + (y2 − r)

= A(x − B)2

met
A = 2y − p en B =

q

2(2y − p)
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De Vierdegraadsvergelijking

Stap 5: Los
x2 + y = ±

√
A(x − B)

op naar x .
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François Viète (1540–1603)

François Viète ontwikkelde notatie voor vergelijkingen
met algemene coëfficiënten.

In Viétes notatie: de oplossing van

A quad + B2 in A equalis Z plane

is
A is `.Z plane + B quad− B

De oplossing van x2 + 2bx = z is
√
z + b2 − b
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Newton, Arithmetica Universalis (1707)

Relaties tussen de nulpunten t1, t2, en t3 van een derdegraadspolynoom
x3 − ax2 + bx − c :

t1 + t2 + t3 = a

t21 + t22 + t23 = a2 − 2b

t1t2 + t2t3 + t3t1 = b

t31 + t32 + t33 = a3 − 3ab + 3c

t21 t2 + t22 t3 + t23 t1 = ab − 3c

t1t2t3 = c

t41 + t42 + t43 = a2 − 4a2b + 2b2 + 4ac

enzovoort, enzovoort
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Symmetrische polynomen

Herinner (t − u3)(t − v3) = t2 − (u3 + v3)t + u3v3.

Nu (x − t1)(x − t2)(x − t3) uitwerken geeft

x3 − (t1 + t2 + t3)x2 + (t1t2 + t2t3 + t3t1)x − t1t2t3

Deze drie zijn dus belangrijk

t1 + t2 + t3 = a

t1t2 + t2t3 + t3t1 = b

t1t2t3 = c

dit zijn de elementaire symmetrische polynomen van graad 1, 2, en 3 in t1, t2, en t3.
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Symmetrische polynomen

Stelling

Elk symmetrisch polynoom is te schrijven als een polynoom in symmetrische
polynomen.

Voorbeeld
Het polynoom t21 + t22 + t23 is symmetrisch, en gelijk aan

(t1 + t2 + t3)2 − 2(t1t2 + t2t3 + t3t1)

Dat is te schrijven als q(t1 + t2 + t3, t1t2 + t2t3 + t3t1), met q(x1, x2) = x21 − 2x2.

Nou èn?
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Symmetrische polynomen

Stelling

Ieder symmetrisch polynoom in de nulpunten t1, . . . , tn van een ndegraadspolynoom is
te schrijven als polynoom in de coëfficiënten van dat polynoom.

Dus, bij x3 − ax2 + bx − c hebben we gezien dat t21 + t22 + t23 = a2 − 2b (dat was
q(a, b)).
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Lagrange en Vandermonde

Een nieuwe aanpak van x3 − ax2 + bx − c.

Neem de nulpunten: t1, t2, en t3.

Neem ω = e
2
3
πi = −1

2 + i 12
√

3, een derdemachtseenheidswortel (ω3 = 1, ω 6= 1).
Neem

y1 = t1 + ωt2 + ω2t3

y2 = t1 + ω2t2 + ωt3
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Lagrange en Vandermonde

Cyclisch permuteren van de ti , via (1 2 3), geeft

t2 + ωt3 + ω2t1 = ω2y1

t3 + ωt1 + ω2t2 = ωy1

en

t2 + ω2t3 + ωt1 = ωy2

t3 + ω2t1 + ωt2 = ω2y2

Dus: y31 en y32 zijn invariant onder cyclische permutaties.
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Lagrange en Vandermonde

I De permutatie (2 3) verwisselt y1 en y2.

I (1 2 3) en (2 3) genereren alle permutaties

I ω 7→ ω2 verwisselt ook y1 en y2

Dus: y31 + y32 en y31 y
3
2 zijn symmetrische polynomen in de ti .

Dus

y31 + y32 = p(a, b, c)

y31 · y32 = q(a, b, c)

voor zekere polynomen p en q.
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Lagrange en Vandermonde

We kunnen y31 en y32 dus vinden als nulpunten van een tweedegraadspolynoom.
Na worteltrekken hebben we y1 en y2.
En dan: via

a = t1 + t2 + t3

y1 = t1 + ωt2 + ω2t3

y2 = t1 + ω2t2 + ωt3

kunnen we t1, t2, en t3 bepalen.

Dat is makkelijker dan het lijkt: gebruik 1 + ω + ω2 = 0.
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Lagrange en Vandermonde

De oplossingen

t1 =
1

3
(a + y1 + y2)

t2 =
1

3
(a + ω2y1 + ωy2)

t3 =
1

3
(a + ωy1 + ω2y2)

Waar zit de pijn?
In het vinden van de polynomen p(a, b, c) en q(a, b, c).

In het geval a = 0 hebben we zoiets al gezien: u3 + v3 = c en u3v3 = −(b3 )3
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Vierdegraadsvergelijking

In het kort: x4 − ax3 + bx2 − cx + d = 0.
Weer: de nulpunten zijn t1, t2, t3, en t4.
Bekijk

y1 = (t1 + t2)(t3 + t4)

y2 = (t1 + t3)(t2 + t4)

y3 = (t1 + t4)(t2 + t3)

I y1, y2, en y3 zijn alle invariant onder de permutaties (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), en
(1 4)(2 3)

I Iedere σ ∈ S4 permuteert y1, y2, en y3
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Vierdegraadsvergelijking

De coëfficiënten van (y − y1)(y − y2)(y − y3) zijn dus symmetrisch in t1, t2, t3, en t4.
En dus polynomen in a, b, c , en d .

Los die derdegraadsvergelijking op: geeft y1, y2, en y3.

We kennen dus nu:

(t1 + t2)(t3 + t4) = y1

(t1 + t3)(t2 + t4) = y2

(t1 + t4)(t2 + t3) = y3

t1 + t2 + t3 + t4 = a
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Vierdegraadsvergelijking

Nu drie tweedegraadsvergelijkingen oplossen

(x − (t1 + t2))(x − (t3 + t4)) = x2 − ax + y1 = 0

en nog zo twee.

Dat geeft t1 + t2, t3 + t4 t1 + t3, t2 + t4 t1 + t4, en t2 + t3.

Gebruik nu
2t1 + a = (t1 + t2) + (t1 + t3) + (t1 + t4)

om t1 te bepalen en dan de rest.
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Vijfdegraadsvergelijking

Vandermonde en Lagrange hoopten langs deze weg ook de vijfdegraadsvergelijking aan
te kunnen pakken.

Stelling (Ruffini-Abel)

Voor de vijfdegraadsvergelijking is er geen oplosmethode met behulp van de
lichaamsoperaties en worteltrekken (van alle machten).

Heel kort door de bocht:
bij de vijfdegraadsvergelijking zit er zo veel (of weinig) symmetrie in de oplossingen dat
zo’n methode 5! oplossingen op moet leveren.

Voor wie het precies wil weten: Algebra 3 in Leiden behandelt de hieruit voortgevloeide
theorie: Galoistheorie.
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Passer en latje

Toepassing van de Galoistheorie.

Drie van de overgebleven problemen van de Grieken hebben als oplossing: “kan niet”.
Begin met de punten (0, 0) en (1, 0) in het vlak en herhaal de legale stappen uit de
Elementen:

I trek een lijn door twee reeds gevonden punten

I trek een cirkel om een gevonden punt en door een ander gevonden punt

I noteer alle snijpunten van de lijnen en cirkels uit de vorige stappen

Een punt (a, b) dat op deze manier verschijnt noemen we construeerbaar.
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Passer en latje

Stelling

Als (a, b) construeerbaar is dan zijn er polynomen met rationale coëfficiënten waar a
en b nulpunten van zijn en de minimale graad van zo’n polynoom is een macht van 2.

I ( 3
√

2, 0) is niet construeerbaar: de graad van x3 − 2 is geen macht van 2

I (cos π
9 , sin π

9 ) is niet construeerbaar: cos π
9 is nulpunt van 8x3 − 6x − 1 en 3 is

geen macht van 2
(cos π

3 , sin π
3 ) = (12 ,

1
2

√
3) is wel construeerbaar

Conclusie: de hoek π
3 is niet met passer en latje in drieën te delen.

I En π is helemaal geen nulpunt van een polynoom met rationale coëfficiënten . . .
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Ten slotte

Stelling (Hoofdstelling van de Algebra)

Elk polynoom met complexe coëfficiënten heeft een complex nulpunt.

I Formulering: Girard (1629) (nog geen bewijs)

I Pogingen: d’Alembert, Euler, Lagrange, Laplace, . . .

I Eerste bewijzen: Gauss (1799, onvolledig), Argand (1806), Gauss (1816)
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