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De Elementen, Boek X, Propositie 19

Lemma 1
Bepaal twee vierkante getallen zó dat hun som ook een vierkant is.

Bewijs.

Neem twee getallen AB en AC beide even of beide oneven; dan is hun verschil AC
even, halveer dit bij D.

A D C B

Neem aan dat AB en BC gelijkvormige vlakke getallen zijn, bijvoorbeeld vierkant.
Het product van AB en BC tezamen met het kwadraat van CD is het kwadraat
van BD.
Aangezien AB en BC gelijkvormig zijn is hun product een kwadraat.
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De Elementen, Boek X, Propositie 19

Vlakke getallen zijn niet priem, product van twee andere dus.

Twee van zulke getallen zijn gelijkvormig als ze te schrijven zijn als k · l en m · n met
k : l = m : n.

Als nu d = ggd(k, l) en e = ggd(m, n) dan geldt k/d = m/e = a en l/d = n/e = b.
En dus k · l ·m · n = d2e2a2b2.

Schrijf overigens BD2 = (BC + CD)2 maar uit dan zie je de gelijkheid wel.
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Wat moderner

Neem twee positive gehele getallen a en b (met a > b) en schrijf

x = 2ab

y = a2 − b2

z = a2 + b2

Dan geldt x2 + y2 = z2.

Alle paren (a, b) met ggd(a, b) = 1 leveren de ‘primitieve’ drietallen; die met x , y en z
relatief priem.

De rest met een extra parameter k.
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Het beroemde citaat
Cubum autem in duos cubos, aut
quadratoquadratum in duos quadratoquadratos
& generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duos eiusdem
nominis fas est dividere cuius rei
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc
marginis exiguitas non caperet.

Het is niet mogelijk een derdemacht in twee
derdemachten te verdelen, of een vierdemacht
in twee vierdemachten, of in het algemeen, een
macht hoger dan de tweede in twee
gelijkaardige machten. Ik heb hier een waarlijk
wonderlijk bewijs voor gevonden, waar deze
marge te nauw voor is om het te kunnen
bevatten.
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Het geval n = 4

Stelling

Als het drietal (x , y , z) aan x4 + y4 = z2 voldoet, dan is er een ander drietal (u, v ,w)
dat aan u4 + v4 = w2 voldoet en met w < z .

Bewijs.

We mogen aannemen dat ggd(x , y , z) = 1.
Neem twee positive gehele getallen a en b (met a > b) zó dat

x2 = 2ab

y2 = a2 − b2

z = a2 + b2

Herhaal dit voor de middelste vergelijking: b2 + y2 = a2.

9 / 22



Het geval n = 4

Bewijs, voortgezet.

Neem twee positive gehele getallen c en d zó dat

b = 2cd , y = c2 − d2, a = c2 + d2

Dan geldt dus x2 = 2ab = 4cd(c2 + d2).
Wegens ggd(c , d , c2 + d2) = 1 volgt dat c , d en c2 + d2 kwadraten zijn:

c = u2, d = v2, c2 + d2 = w2

en dus u4 + v4 = w2 en w2 < w4 = (c2 + d2)2 + 4c2d2 = a2 + b2 = z .
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Andere gevallen

n = 3 Euler (1770, twee bewijzen)

n = 5 Dirichlet (1825), Legendre (1828)

n = 14 Dirichlet (1832)

n = 7 Lamé (1839)

n = p als 2p + 1 priem: Sophie Germain (∼1820) bewees als xp + yp = zp dan p | xyz .
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Nieuwe methoden

Stelling van Kummer, 1850

De vergelijking xp + yp = zp heeft geen geheeltallige oplossingen voor reguliere
priemgetallen p.

Kummer: p is regulierals p 6 | B2, p 6 | B4, . . . , p 6 | Bp−3, met

B2k = (−1)k−1 2(2k)!

(2π)2k
ζ(2k)

de Bernoulli getallen.

De eerste paar niet-reguliere priemgetallen zijn 37, 59, 67, 101, 103, 131, 149, . . .

Open probleem: zijn er oneindig veel reguliere priemgetallen?

Vermoeden (Siegel, 1964): de fractie reguliere priemgetallen is e−
1
2 .
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Euler, n = 3

Een paar stappen uit het bewijs van Euler voor n = 3.

Wegens ggd(x , y , z) = 1 is slechts één van de drie getallen even.

Geval 1: z is even, dus x − y en x + y zijn even.
Neem a en b met x + y = 2a en x − y = 2b, en dus x = a + b en y = a− b.

Dan z3 = x3 + y3 = a3 + 3ab + 3ab2 + b3 + a3 − 3a2b + 3ab2 − b3 = 2a(a2 + 3b2).

Geval 2: x is even, dus z + y en z − y zijn even.
Neem a en b met z + y = 2b en z − y = 2a, en dus z = b + a en y = b − a.

Dan x3 = z3 − y3 = b3 + 3b2a + 3b2a + a3 − b3 + 3b2a− 3ba2 + a3 = 2a(a2 + 3b2).
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Euler, n = 3

Gevolg: als er een oplossing is voor n = 3 dan zijn er a en b waarvoor

2a(a2 + 3b2)

een derdemacht is.

Na wat werk kwam Euler uit op een strikt kleinere oplossing.

Hierin speelde de ontbinding

2a(a + b
√
−3)(a− b

√
−3)

een grote rol.

Hier werd eigenlijk in de ring Z[
√
−3] gewerkt.
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Kummer’s aanpak

Neem een priemgetal p en ζp = exp(2πip ).
Werk in Z[ζp], de verzameling van alle getallen van de vorm

a1 + a2ζp + · · ·+ ap−1ζ
p−1
p

met a1, a2, . . . , ap−1 geheel.
Sommen en producten elementen van Z[ζp] zitten weer in Z[ζp].
(Als bij complexe getallen vervang je bij vermenigvuldigen ζpp telkens door 1.)

Waarom doen we dit? Omdat:

zp − yp = (z − y)(z − yζp) · · · (z − yζp−1
p )

en ook xp + yp = (x + y)(x + yζp) · · · (x + yζp−1
p )
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Kummer’s aanpak

Idee: de factoren in

xp + yp = (x + y)(x + yζp) · · · (x + yζp−1
p )

zijn ‘relatief priem’ in Z[ζp].
Wegens xp + yp = zp zijn al die factoren zelf pdemachten.
Bewijs dat dat niet kan bij reguliere p.

Probleem (en de oorsprong van veel wiskunde):
in Z[ζp] is er niet altijd unieke factorisatie (voor het eerst bij p = 23).
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Vermoeden van Mordell (1922), Stelling van Faltings (1983)

Stelling

Een algebraische kromme over Q van genus g > 1 heeft slechts eindig veel rationale
punten.

Gevolg

Voor p > 3 heeft xp + yp = zp slechts eindig veel oplossingen.
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Bewijs van Wiles

Frey (1984), Ribet (1986)

Als ap + bp = cp met p > 3 dan is de elliptische kromme

y2 = x(x − ap)(x − bp)

niet modulair.

Vermoeden van Taniyama-Shimura (1955)

Elke elliptische kromme is modulair.

21 / 22



Bewijs van Wiles

Wiles (1993), Taylor-Wiles (1994)

Elke semi-stabiele elliptische kromme is modulair.

De kromme van Frey is semi-stabiel, dus klaar.
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