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Om mee te beginnen

Vraag
Wat is de mooiste formule uit de wiskunde?
Antwoord
Natuurlijk is dat
= =—
—n 6

Waarom?
Omdat ik het zeg!

En om de manier waarop Euler de gelijkheid afleidde.
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Euler’s oplossing

Euler ontbond sin mx in factoren:

oo (15)- (15)- (3 () (-5) (0 3) -

lets mooier

Aan de andere kant

3 5
sinTx = x — () + () 4.

1-2.3 ' 1.2.3-4-5

ofwel
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Euler’s oplossing

Vermenigvuldig het tweede product uit:

sin Tx 1 1 1
"l tete

X

1.1

waarbij Ay gelijk is aan de som van alle producten — - =5 met m # n.

Vergelijk dit met

++--->x2+A4x4+-~
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Euler’s oplossing

Opgave
Ga na dat

oo 2 o0
Zl Zl
2A4:(—1”2> . —1F

En bepaal zo de waarde van
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Euler’s oplossing

Een tabelletje aan het eind van Euler's artikel De summis serierum reciprocarum.

SERI ERVM RECIPROCARVM. 133
g 18. Ex his ergo derivantur fummae {equentes:

_}__,__1,_ +,+ > et. =5 =P
I+‘4+ e L o etc =L=Q
b +a+ 5—}-“61:(: f;?s#R.
TS + - gaetc. -—ﬁf'rs:
¥ - s e - giei e ete =i _T

. gt
Pt I+ 1=+,l=++‘=+ L:Ctﬂ = guas. gssss—"v

- L] ~d al_
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https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/41/

Euler’s oplossing

Wat vinden we van deze oplossing?

De oplossing deugt.

Met behulp van de Productstelling van Weierstrass en de integraalformules van Cauchy
is deze manier van opereren met oneindige sommen en producten grondig te
onderbouwen.

In de boeken van Boas en Remmert (literatuurlijst in de syllabus) staat deze oplossing
netjes uitgewerkt.
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Waarom Baseler probleem?

Het probleem de som
o0

1
2w
werd in 1650 door Pietro Mengoli opgeworpen en in 1735 door Euler opgelost op de
zojuist geschetste wijze.

Er is door de gebroeders Bernoulli aan gewerkt maar die konden de som niet vinden,
wel afschatten (zie syllabus). Zij en Euler kwamen uit Basel, vandaar (waarschijnlijk)
de naam.
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Veel oplossingen

Dit probleem trekt oplossingen aan: zo ongeveer alles wat in de Analyse ontdekt wordt
wordt na een tijdje ook op het Baseler probleem losgelaten.

Fourier-analyse: de identiteit van Parseval levert een bewijs.
De Residuenstelling: toegepast op de co-tangens.

En nog veel meer.

De oplossing van vandaag is terug te voeren op Cauchy’s Course d'Analyse.
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Een belangrijk ingrediént

Dankzij Wessel's definitie van de vermenigvuldiging krijgen we de formule van De

Moivre cadeau:
cos nf + isin nf = (cosf + isin 9)"

In NoTE VIII, getiteld Sur les Formules qui servent a convertir les Sinus ou Cosinus
des Multiples d’un arc en polynomes dont les différens termes ont pour facteurs les
puissances ascendantes du Sinus ou Cosinus de ce méme arc, van zijn Course
d’Analyse doet Cauchy wat de titel belooft, namelijk cos nf en sin nf in machten van
cos @ en sin 6 uitdrukken.
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Een belangrijk ingrediént

Helemaal aan het einde van NOTE VIII gebruikt Cauchy de gevonden polynomen om
een oplossing van het Baseler probleem te geven.

Die oplossing is wat ingewikkeld omdat hij heen en weer verwijst naar eerdere
hoofdstukken voor allerlei tussenresultaten.

De oplossing die we gaan bespreken is door velen (her)ondekt en onder meer te vinden
in een artikel (en een boek) van de tweelingbroers A. M. Yaglom en I. M. Yaglom.

14 / 35


https://www.mathnet.ru/eng/rm8256

Stap 1

We werken de rechterkant in de formule van De Moivre uit:
" /n
L _ n—k g ik k
cosn9+1smn9—kz_;)<k> cos f-i"sin“ 0

Splits in reéle en imaginaire delen:

cosnf = cos" § — <n> cos" 20 -sin0 + <n> cos" 40 -sin* 0+ -

2 4

en

sin nf = (:) cos" 10 -sinh — <;> cos" 30 .sin30 + (g) cos" %0 -sin®f + -

(In één klap oneindig veel gonioformules .. .)
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Stap 2

Neem de formule voor sin nf en deel links en rechts door sin” 6:

sin nf _(n cos" 19 n\ cos" 36 n n\ cos" 20 n
sin”  \1/)sin" 19 3/ sin" 30 5/ sin"%9

cos 6
sin 0

sin2m+1)0  (n om n om n _—
sin2’”+10_<1>COtan 0 — 3 cotan 0+ . cotan 04 ---

We nemen n nu oneven, zeg n = 2m + 1, en vervangen door cotan6:

Goed kijken: rechts staat een polynoom, met cotan?§ ingevuld, namelijk
2 1 2 1 2 1
plx) = < i )Xm_< "y >Xm_1+< "y >Xm_2+m
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Stap 3

Wat kunnen we over het polynoom
2 1 2 1 2 1
P = < " )Xm_< " >Xml+< " >Xm2+m

Twee dingen:

zeggen?

» we kennen de nulpunten, en

» we kennen hun som.
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Stap 3: de nulpunten

We bekijken het linkerlid en stellen dat gelijk aan 0:

sin(2m+1)0 0
sin2mtlyg

De oplossingen van deze vergelijking zijn de getallen 0, = % met k € Z,
uitgezonderd de veelvouden van 2m + 1 (die maken de noemer gelijk aan 0).

Zo vinden we ineens een heleboel nulpunten van p(x): de getallen x; = cotan? 6.

Dat lijken er oneindig veel, maar cotan is periodiek is met periode m dus we houden

alleen kK =1 tot en met 2m over.

n—k

2 k7r = cotan? —,~ T voor

n

Daarnaast geldt cotan(m — @) = — cotan, en dus volgt cotan
k =1 tot en met m.

Omdat de graad van p gelijk is aan m hebben we hiermee alle nulpunten gevonden: de
getallen xx voor k =1,...., m.
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Stap 3: de som van de nulpunten

Net als Euler gebruiken we de nulpunten om p(x) te ontbinden in factoren:

00 = (*77) ) () (- )

En net als Euler vermenigvuldigen we dat weer uit:

2m+1 _
p(X)=< >(Xm—(X1+X2+-~-+xm)x’” P (1) xp

1

Zet daar de oorspronkelijke gedaante van p(x) nog even bij:

2 1 2 1 2 1
plx) = < " )Xm< "y >Xm_1+< "5 >Xm_2+m

we vinden dus ...

i)
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Stap 3: de som van de nulpunten

- dat 2m+1 om+1
< m1+ )-(x1+X2+"'+Xm): < m3+ >

ofwel
(5 _2m-(2m—1)

(2m1+1) 6

XL +Xp 4 Xy =

en om nog wat meer indruk te maken:

cotan? T + cotan? 2m 4 ...+ cotan? mm _2m-(2m—1)
2m+1 2m+1 2m+1) 6

(Daar kun je mee thuiskomen.)
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Stap 4: nog een som

Hier is nog een gonioformule:

1 cos? 0 + sin® 0

2
sin® 0 sin% 0 coran
En hiermee bepalen we nog een andere som:
1 n 1 T 1 _(n—l)(n—2)+m
sin? (%) sin? (27”) sin? (%) B 6
_(n=1)(n-2) n-1
- 6 T2
_(n=1)(n+1)
N 6

Om de som wat in te krimpen is 2m + 1 overal vervangen door n.
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Stap 5: een paar afschattingen

Het laatste ingrediént is een ongelijkheid: als 0 < § < 5 dan geldt
0<sinf <O <tanf

(Een aanschouwelijk bewijs in de syllabus.)
En dus ook

——— > — > cotan“ 0
sin2g = 02
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Stap 5: een paar afschattingen

We hebben drie sommen

1 1 1 3 1 _(n—l)(n+l)
(5'"29) sin? (%) sin? 27”) * + sin? %) N 6
en
1 n\ 2 n\?2 n\2
(72) )+ () + ot () =77
en

n

(COtan2 9) cotan? <E) + cotan? (27T> 4+ 4 cotan? <m> — w

Geordend van groter naar kleiner.
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Stap 5: de laatste klap

Conclusie:
("—1)6("+1)> (;)2+(")2+...+( n )3%

Vermenigvuldig alles met 72/n%:

2 ) 1 >1+1+ +1>7r2 ) 1 ) 2
6 n2 12 22 m? 6 n n

Pas de insluitstelling toe.
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Het reéle deel

Om later over na te denken.

Welke som kun je evalueren door van
n n n—2 -2 n n—4 -4
cos nf = cos 0—<2>cos 0 - sin 9+<4>cos f-sin"0+---

te vertrekken?
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Foutschattingen

We hebben (impliciet) schattingen (onder en boven) gevonden voor het verschil

2 1+1+ +1
6 12 22 m2

Wat zegt dit over het aantal termen dat nodig is om het antwoord tot op drie, vier,
vijf, ..., of zoals Euler gaf, negentien cijfers achter de komma te benaderen?

Met behulp van integralen is het verschil in te klemmen tussen (m+ 1)~ en m~1.

(Denk aan het bewijs van het integraalkenmerk.)
Geeft dat verbeteringen van het aantal benodigde termen?
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Foutschattingen: uit Euler’s artikel

Hoe zou Euler aan onderstaande benadering gekomen zijn?

§. 2. Deductus fum autem nuper omnino 'iﬁOpi—
rato ad elegantem fummae huius ferie] Tl for g o
—+-etc. expreffionem, quae a circuli quadratura pcndctl
Ita, vt fi huivs feriei vera fumrma haberetur, inde ﬁmul’
circuli quadratura fequeretur: Inueni enim fimmae hy-
us ferici fexplum aequale effe quadrato peripheriae cir-
culi, cuius diameter eft 1; fen pofita iftius feriei fum-
ma =y, tenebit V65 ad 1 rationem peripheriaze ad
dmrn;rrum.l__ Huius autem feriei fummam huper oftendi
proxime efle 1, 64493406684822643 64, ex coiu§ no-
mer1 fextuplo, fi extrabiatur radix quadrata, reipfa pro-
dIT." numerus 3, 141592653589793238 exprimens cip-
culi peripheriam, cuius diameter eft r. Tisdam potro

vefHoiic. Anilme fanes Grommame mee .~
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Chebyshevpolynomen
We kijken nog even naar deze gonioformule

cos nf = cos" § — <n> cos" 20 -sin0 + <n> cos" 40 -sin*f + -

2 4

Door overal sin @ te vervangen door 1 — cos? @ en alle vermenigvuldigingen uit te
werken ontstaat een uitdrukking van de vorm

an,cos" 0 + ap_2cos" 20 + ap_acos" 4O+ - -

Het corresponderende polynoom apx” + ap_ox""2 4+ ap_ax""*+ ... heet het n-de
Chebyshevpolynoom, notatie T,(x).
Kortweg geldt dus cos nf = T,(cosf).

Deze komen bij de lezing van Daan Huybrechs aan de orde.
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Chebyshevpolynomen

Opgave
Ganadata,=2""1 Hint: a, =1+ (5)+ (5) +---.
Opgave

Ga na dat cos(n + 1)0 + cos(n — 1)§ = 2 cos @ - cos né.

Concludeer dat de polynomen T, onderling verbonden zijn door de betrekking
Tor1(x) + Tho1(x) = 2x - Tp(x).

Opgave

Bewijs: als n even(oneven) is dan komen in T,(x) alleen even(oneven) machten van x
voor.
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Uit het artikel van de gebroeders Yaglom

JJIEMEHTAPHBIH BbIBOJI ®OPMYJI BAJIJIMCA, JIEMBHHIIA
U JMJIEPA JJIA YUCHA =

A M. firmom w U. M, firaowm
B smicmeit maremarmre BrBoguTcA Ooiblnoe Umeio QOPMYJ, BEIPAKAIOMHUX
unesIo ® B BHAE OecKOHeWHOH cyMMEl mim OeckoHewHoro mpomssepgerma. Hambo-
nee m3pecTHH 13 Hux (opmyna Bamnmca

e8

dopmyma JleiiGruma
1 1 1 n ;
1 —gtz—at..=7 (2)
u $opmyna iizepa
1 1 (I 2
1+—2—2+§+2{—2+.‘.:—6—_ (3)
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Uit het

artikel van de gebroeders Yaglom

A. @opmyna Oiinepa. Hanfonee npocTo n HEOKHIAHHO KOPOTKO BIIEMEH-
TapHoe [0KasaTenbeTBo Qopmyasr (3). 1z dopmyns Myaspa

cos na -1 sin no == (cos o + isina)" =
sl —1 . 2 —_2 . ki —3 .
—=cos" a4 iCpcos"  asina —Cpeos" ~asin?a—iChcos" ~asinda4 ... (4)

clenyer:

sinna=Cheos" ' asina —Cf cos" P asindat Cheos" P asinfa—... (5)
i

sin na=sin"a (Chotg" o —Clatg" P a+Chot8" P a— . ), (6)
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Uit het artikel van de gebroeders Yaglom

i . 5 k= kr
Ilyers Teneps r = 2m-+-1 newérno. Econ a pasro » = Imri’ =12 iE e
10 8inna =0, a sina = 0; caenoBaTeabHO,
1 2m 3 2m—2 —4
Cgm.H ctg a—Comi ctg ﬂ*Psz_HCi,g o—...=0,
Tarum oOpasoM, MBI BHIHM, YTO ypaBHEHHC
1 m 3 m—1 5 m—2
(:2m+1ﬂ? *C2m+1$ -—%Cgm{.lz — - —0 (7)
HMeeT HOPHII
kw zfm
xk:cbg22m+1—ct it Al M o (8)

Bocnonp30BaBIINCE BHPAasKeHHEM CYMMHl KOpHeil ypapmeumsi sepes ero kosddm-
IUeHTE, HalIén:
SR Jugic A
otg® —+ctg? — 4 ... -t ctg o= ) 5 (9
Ho cosec®a =ctg?a+1; 3uaunr

n——l)(n—— )+n—»i 7(n’1)(n+1) (10)
2 6 .

mn
cosec? — +cosecﬁ—~ + ...} cosec? —=
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Uit het artikel van de gebroeders Yaglom

Tak waw n7A yrios mepBoH weTBepTH sina < o < tgo W, CJIEI0BATEBHO,

1
coseco > — > ctga, To 13 (9) u (10) BeITexaer, uto

Fo-De-2<( Y +(£)V+. +(m) < ga—Dm+,

T. €.

=2 1 2 ad 1 w2 1o 1
TP )<trptptrm<f(-5)(1+5). @
rie n=2m+1. Ho npu m — oc Tpapas u Jepas wacTi HOCJTEIHEro [BOHHOrO

w2
HepaBeHCTBA CTPBMATCA K OJHOMY It ToMY sKe mpejpeay - . Otcloja cpasy moiry-
vaercsa gopmyna Oiinepa (3).
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