SITZUNG VOM 19. JANUAR 1942

Abzweigung einer periodischen Losung von einer
stationéiren Losung eines Differentialsystems.

PAUL KOEBE
zum sechzigsten Geburtstag gewidmet.

Von
Eberhard Hopf.

1. Einleitung.
Bs sei
(i)izFi(ml, ey mn,/,ﬁ) (7;:].,...’%)

oder in Vektorschreibweise

(1. 1) T =5 (% n

ein reclles Differentialsystem mit reellem Parameter . & sei analytisch in
z und g, wenn g in einem Gebiete G liegt und [u| <e ist. (1.1) soll eine
fiir | 1| < ¢ analytische Schar stationirer Losungen ¢ = % (1) in @ besitzen,

F (% (), p) =0.
Die charakteristischen Exponenten der stationiren Losung sind bekanntlich
die Rigenwerte der Rigenwertaufgabe
la=8,(a),

wo £, den nur von p abhiingigen linearen Operator bedeutet, welcher durch
Weglassen der nicht linearen Glieder in der Reihenentwicklung von  um
1 = T entsteht. Die Exponenten sind entweder reell oder paarweise konju-
giert komplex und hiingen von x ab.

Setzt man lediglich voraus, daB fiir den speziellen Wert u = 0 eine statio-
niire Losung 1, in G vorhanden ist und daB kein char. Exp. Null ist, so gibt
es bekanntlich von selbst fiir jedes w geniigend kleinen Betrages in einer
passenden Umgebung von g = ¥, genau eine stationire Losung % () mit
% (0) = 345 und T (1) ist analytisch bei p = 0.

Beim Durchgang durch z = 0 soll nun kein char. Exp. verschwinden, aber
os soll einer (und damit der konjugierte) die imaginiire Achse uiberschreiten,
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Diese Situation tritt bei nichtkonservativen mechanischen Systefmen, z. B
in der Hydrodynamik hiiufig auf. Unter jener Voraussetzung gibt es, wie
folgender Satz aussagt, in der Umgebung der Werte =%y, u =0 stets

periodische Lésungen von (1.1).

Satz. Filr u =20 seien genau zwei charakteristische Euponenten rein ima-
gindr, Ihre stetigen Fortsetzungen « (1), o (1) mdgen den Bedingungen
(1.2) @(0)=-—w(0)==0, R(«(0)=+0
gentigen. Dann existiert eine Schar reeller pewjod'isc}:wo' Lisungen 1 = 3 (t, &),
= u(e) mit den Bigenschaften 1 (0) =0 und g (¢, 0) = £ (0), aber 3 (¢,¢) = £ (M (3))
fir alle hinreichend kleinen ¢ 3= 0. u(e) und g (¢, &) sind an der Stelle ¢ -—-.O
bew. an jeder Stelle (t, 0) analytisch. Dasselbe gilt von der Periode T (&), und es ist

2w
7O = ey

Zu beliebig grofem L gibt es zwei positive Zahlen o wnd b derart, daf fir | ul<b
aufler der stationdren Losung wnd den Lésungen der Scharhéilfte & > 0 keine
periodischen Losungen existieren, deren Periode Ileiner als L ist, und die ganz in
[—Z (1) ] < a liegen.r) Die periodischen Losungen existieren bei hinreichend
kleinem p entweder nur fiir p > 0 oder nur fir u < 0 (Allgemesner Fall), oder
aber nur fir p =0, : o

Die charakteristischen Exponenten der periodischen Ldsung ¢ (t,¢) sind
bekanntlich die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe

(1.3) b+ Ap =g, (v),

wo b () dieselbe Periode I' = T (¢) wie die Losung haben soll, @ ist der
lings der periodischen Losung gebildete lineare Operator; er hingt von ¢
periodisch mit der Periode 7' ab und ist in t, & bei ¢ = 0 analytisch. Die
char. Exp. sind nur mod (27 7/T) bestimmt und héingen stetig von & ab.
Einer von ihnen ist bekanntlich Null; denn hiingt nicht explizit von ¢ ab,
also ist

A=0, b=g(e)

Losung der Eigenwertaufgabe. Die Exponenten gehen mod (2me/Ty) fiir
¢—> 0 stetig in diejenigen der stationfiren Lésung £ (0) von (L.1), u=0,
itber. Nach V. oraussetzung streben dabei genau zwei Exponenten gegen die
imagindre Achse. Einer von ihnen ist der identisch verschwindende. Der
andere f = () muB reell und bej g = 0 analytisch sein, 8 (0) = 0. Von
den Koeffizienten in |

1) Die andere Scharhiilfte muf demnach dieselben Lisunggkurven darstellen.
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p=pe-t et .,

ﬂ:ﬁ1£+ﬁ282+.. ..
folgt direkt aus dem obigen Satz gy = f; = 0. Dariiber hinaus wird im fol-
genden die einfache Beziehung

(L 4) Bo=—2u % (< (0)
bewiesen, die mir vorher nicht begegnet ist.

Sie gibt im allgemeinen Falle y, == 0 iiber die Stabilititsverhiltnisse Aus-
kunft. Haben z. B. fiir u < 0 alle char. Exp. der stationiren Lésung ¢ = T (1)
negativen Realteil (Stabilitit, eine kleine Umgebung von T schrumpft fiir
t— oo auf T zusammen), so gilt folgende Alternative. Entweder zweigen
die period. Lés. nach Unstabilwerden der stat. Los. von dieser ab (u > 0);
dann haben alle char. Exp. der period. Lés. negativen Realteil (Stabilitit,
ein diinner Schlauch um die period. Los. schrumpft fiir t— oo auf diese
zusammen). Oder die Schar existiert vorher (4 < 0); dann sind die period.
Los. unstabil.?) k

Da msan in der Natur bei geniigend langer Beobachtungszeit nur stabile
Lésungen beobachten kann, ist die Abzweigung einer period. Lds. von einer
stat. Los. nur nach dem Unstabilwerden der letzteren beobachtbar. Solche
Beobachtungen sind in der Hydromechanik wohlbekannt. Z.B. bei Um-
stromung eines festen Korpers, wo die Strémung bei kleiner Anstrémungs-
geschwindigkeit stationsr ist, nach gentigender Steigerung derselben jedoch
periodisch wird (periodische Wirbelabldsung). Es handelt sich hier um Bei-
spiele nicht konservativer Systeme (Zahigkeit der Fliissigkeit).?) Bei konser-
vativen Systemen ist die Voraussetzung (1.2) bekanntlich nie erfiillt; mit 4
ist stets auch — A char. Txponent.

Obwohl mir die Behandlung der Abzweigungsaufgabe auf Grund der Vor-
aussetzung (1. 2) in der Literatur nicht begegnet ist, glaube ich kaum, daBl
an dem obigen Satz etwas wesentlich Neues ist; die Methoden sind von
Poincaré vor etwa 50 Jahren entwickelt worden®) und gehdren heute zum

1) In n = 2 Dimensionen sofort in die Augen springend.

2) Ein hydrodynamisches Beispiel, wo man bei vorsichtigstem Experimentieren (sehr
langsame Parameterinderung) immer an derselben Stelle pldtzliches Abbrechen der
stationiren Bewegung beobachtet, wo man also auf Eintreten des zweiten Talles der
Alternative schlieBen kann, ist mir nicht bekannt.

3) Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste. Die obigen periodischen
Losungen stellen den einfachsten Grenzfall von Poincarés periodischen Loésungen zweiter
Gattung (genre) dar.” Vgl. Tome III, Kap. 28, 30, 31. Poincaré hat diese Losungen
im Hinblick auf himmelsmechanische Anwendungen nur bei kanonischen Differential-
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klassischen Gedankengut der Theorie der periodischen Losungen im Kleinen,
Da aber der Satz von Interesse in der nichtkonservativen Mechanik ist,
schien mir eine ausfithrliche Darstellung nicht unniitz zu sein, Um die
Durchfithrung bei Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden, z. B, bei
den Grundgleichungen der Bewegung einer zihen Flissigkeit, zu erleichtern,
habe ich allgemeinere Methoden der linearen Algebra spezicllen Hilfsmitteln
(z.B. Wahl eines speziellen Koordinatensystems) nach Maglichkeit vor-
gezogen.

Natiirlich kann es ebensogut, vorkommen, daB bei # =0 ein reeller char.
Exp. « () der stat, Lis. T(u) die imaginiire Achse iiberschreitet,

a{0)=0, o (0)=0,

wihrend die anderen dieser Achse fernbleiben. In diesem Falle zZweigen
nicht period., sondern wieder stat. L. ab.l) Wir begniigen uns mit der
Anfihrung der Sitze in diesem einfacheren Fall. K gibt eine von  verschie-
dene analytische Schar E=1* (), 1 = pu (¢), stationsiver Lis, mit g (0) = 0,
E(0) = E(0). Ist gy =0 (allgemeiner Fall) so existieren die Lés. fiir p = 0.
Von dem durch Null gehenden char. Exp, B (e) gilt die Analogic zu (1. 4)

b= —py o (0).
Ist ¢ stabil fiir # <20, unstabil fiir 2 > 0, so folgt daraus das Umgekehrte
von ¢* (Beobachtet man % fiir 4 < 0, so beobachtet man ¢* fiir #>0). Im
Ausnahmefalle g, = 0 ist die Sachlage anders. Ist #2 = 0, so existieren die
neuen Lésungen entweder nur fiir #>> 0 oder nur fiir 4 < 0. g gibt jeweilig
zwei Losungen fiir festes A {eine mit £ > 0, eine mit & < 0). Hier gilt

fo=— 20 (0),

woraus sich eine analoge Alternative wie oben iiber die Stabilitit ergibt,
Dabei sind entweder beide Losungen 1* stabil oder beide unstabil,

fystemen ausfithrlich studiert (mit Hilfe der Integralinvarianten dieser Systeme), wo
die Dinge schwieriger sind als ohen, Poincaré beniitzt den Hilfsparameter ¢ in Kap. 30
bei der Kf:ur=ffizienmnberechnung (dic Rechnung in unserem §4 ist im wesentlichen die-
selbe) aber nicht beim Existenzbeweis, der dadurch einfacher wird,

An eine kurze Bemerkung in Tome 1, 8, 156, knitpft Painlevé an: Les petits mou-
vements périodiques dey systémes, Comptes Rendus Parig XXV (1897), 8. 1222,
Der dort ausgesprochene allgemeine Satz bezicht sich auf den Fall g = 0 in unserem
System (1. 1), kann aber nicht allgemein richtig sein. Fiir die Giiltigkeit dieser Aus-
sage mull §% speziellen Bedingungen geniigen,

1) Ein Beispiel aus der Hydrodynamik ist die Fliissigkcitsbewegung zwischen zwei
konzentrisch rotierenden Zylindern (G. T, Taylor).
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2. Die Existenz der periodischen Lésungen.

Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf die sta-
tionsre Losung in den Nullpunkt fallt,

&F0,u)=0.
Die Entwicklung von § nach Potenzen der w; sei
(21) %(E:‘“)=8,;(E)+Qy(§>2)+@p(232:2)+---,

wo die Vektorfunktionen

L@ D, 0), R 9:8), -
von jedem Argumentvektor linear abhiingen und symmetrische Funktionen
dieser Vektoren sind.
Die Substitution

2. 2)  g=ey
fiihrt (1.1) in_
(2.3) D=2, +eD,0,9) +eR, 0,0, 9)+....

iiber. Die rechte Seite ist an der Stelle e = u =0, § = §° (1° heliebig) ana-
lytisch von &, u, 1° abhingig.
‘Wir betrachten den Fall e =0 in (2.3) der fiir die Existenzfrage ent-

scheidende Bedeutung hat, d.h. die homogene lineare Differentialgleichung -

(2. 4) 5=8,(8). :

Die konjugiert komplexen charakteristischen Exponenten & (u), @ (4), von
denen in der Voraussetzung die Rede war, sind fiir alle kleinen | 4 | einfach.
In den zugehdrigen Losungen
(2. 5) e**a, e%q
von (2.4) ist daher der komplexe Vektor a bis auf einen komplexen Skalar-
faktor eindeutig bestimmt; a ist der konjugierte Vektor. Ferner gibt es keine
Losungen der Form
(2. 6) e (th +¢), b==0.

o (u) ist bei g = 0 analytisch. Man kann einen festen reellen Veltor e == 0
so wihlen, da8 fiir alle kleinen |u | a-e==0 ausfillt, sobald a==0 ist.
a = a(p) wird dann durch die Forderung

1 —

(2.7) a(u) C = =& (e=¢e=£0)
eindeutig festgelegt. Nach Voraussetzung ist

(2. 8) @ (0) =—e (0) 0.

a () ist bei g = 0 analytisch.
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Die reellen Losungen von (2. 4), die lineare Kombination von (2. 5) sind,
haben die Form o
(2.9) g =ce* a+ ce*'a
mit komplexem Skalar ¢. Sie bilden eine von zwei reellen Parametern ab-
hiingige Schar; der eine Parameter ist ein Proportionalitétsfalktor, Wéi.hre.nd
der andere eine additive Konstante in ¢ darstellt (die Losungen bilden eine

nur einparametrige Kurvenschar). Wegen e = e ist /
jre=ca-e —l—ﬁg-e }t=0.

gre=caa-e-+caa-e
Fiir ¢ =1 erfiillt also (2. 9),

(2. 10) g=e"ta+e*a=3(,p),
wegen (2. 7) die Bedingungen
@.11) t=0: gre=0, —(3-e)=1L.

Durch diese Bedingungen ist auch die Lésung (2.9) eindeutig bestimmt;
denn aus '
t=0: gre=43-e=0

und aus (2. 9) folgt wegen (2.7) und (2.8) ¢=0; also 3= O.

Da nach Voraussetzung a, « fiir 4 = 0 die einzigen rein imaginiren unter
den charakteristischen Exponenten sind, stellen (2.9) fiir sz = 0 simtliche
reellen und periodischen Lésungen von (2.4) dar. Ihre Periode ist

27
2. 12 L
12 To= e
Insbesondere ist (2. 10) fiir x =0 die einzige reelle und periodische Lésung
mit den Eigenschaften (2. 11).

Fiir spiteren Gebrauch sei noch bemerkt, daB (2. 4) fiir & = 0 keine Lé-
sungen der Form

tp () +q ()
haben kann, wo p und q eine gemeinsame Periode haben und p nicht identisch

Null ist. Im entgegengesetzten Falle wiirde sich (2. 4) in. die beiden Glei-
chungen

P=%W), p+d=2q)

aufspalten, und p wiire eine nichttriviale Linearkombination der Lésungen

(2.5). Die Fourierentwicklung von q () wiirde dann zu einer Losung der
Form (2. 6) fiithren.
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Duzch Differenzieren von (2. 4) nach p fiir p =10 ergibt sich die inhomo-
gene Differentialgleichung

(2.13) 3= () 26 L=—r98, p=0,
fiir die u-Ableitung von (2. 10)
=1t e a+ o eta) 4 (ea + e“tay  (u=0).
Der Faktor von ¢ ist Losung von (2. 4). Driickt man ihn linear durch die
Lésung (2.10) und durch 3 aus, so folgh mit Riicksicht auf (2. 8)

(2. 14) ¢ =1 ()3 +32) 40
mit
(2. 15) h 4 To) =1 @)

Nun sei

h=19 @ u, e, B°)

die Losung von (2.3), welche die Anfangsbedingung y = yo fiir t =0 er-
fiillt. Sie hingt nach bekannten Sitzen an jeder Stelle (¢, 0, 0, 19) analy-
$isch von allen Argumenten ab. Sie ist genau dann periodisch mit der Pe-
riode T, wenn die Gleichung '

2. 16) Y (T, p, &, 9%) —y° =0

besteht. Bezeichnet man mit 30 den festen Anfangswert der festen Lésung
(2. 10) von (2.4), u =0, so ist nach Obigem (2. 16) durch die Werte
2.17) T="T, p=¢c¢=0, y'=3

erfiillt. Die zu losende Aufgabe ist, (2. 16) bei vorgegebenem & nach T', u, §°
aufzulésen. s sind dies # Gleichungen mit n + 2 Unbekannten. Um die
Losung eindeutig zu machen, fiigen wir die zwel (leichungen

(2. 18) pore=0, Hre=1

hinzu, wo e der oben eingefithrte reelle Vektor ist, und wo §O =1ty fiir £ =0

ist. Thre Hinzufiigung bedeutet keine Beschrinkung der Lésungsgesamtheit

im Kkleinen, wie im nichsten Abschnitt mitgezeigh wird. Fitr die Ausgangs-

werte p =& = 0, {0 = 3° erfiillt nach (2. 11) die Losung diese Gleichungen.
(2.16) und (2.18) haben nun bei beliebigem, hinreichend kleinem &

genau eine Losung

(2.19) T=T(), p=pl), 9°=1°F)

in einer passenden Umgebung des Wertesystems

(2. 20) T=1T, u=0, yd=3,
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wenn folgendes der Fall ist: die durch Differentialbildung (an der Stelle
[2.17]) nach den Variablen T, u, e, §° gebildeten linearen Gleichungen sind
fiir gegebenes de eindeutig 16sbar. Oder: wenn diese linearen Gleichungen
fiir de = 0 pur die Nulldsung dT = du = d)® = 0 baben. Dies ist der Fall,
wie nun gezeigt werden soll.

Es ist .
(2.21) =28, bH=19Epw0,19°.
Speziell ist .
(2.22) ¢ w0, =35, w0

die Losung (2.10). Das Differential dy (¢, , 0, y°) setzt sich additiv aus
den Differentialen nach den einzelnen Argumenten bei festbleibenden iibrigen
zusammen, Fithrt man fiir die Differentiale

dt, du, dy°
als unabhiingige Konstante bzw. Vektoren die Bezeichnungen
g, o, ud
ein, so wird das besagte Differential gleich
ey +oy +u,
wo ) und § = dy/ou fir T =1T,, pu=0, Y= 3° genommen sind und
wo u die Losung von ) ‘
u=g,u)
mit dem Anfangswert u° fiir £ =0 bedeutet. Wegen (2.22) ist §) = 3 (¢, 0).
Setzt man y =¥, so ist v (f) die Losung von

(2. 23) b= 8(v) + (@), v(0)=0.

Die aus (2. 16) entstehende lineare Vektorgleichung ist nach Obigem
(2. 24) 23 (To) + o9 (To) + u(Tg) —u(0) =0,

wo 3 (t) die Losung (2. 10) von

(2. 25) 5= %),

u () irgendeine Liosung dieser homogenen linearen Differentialgleichung mit
konstantem £, und v () die Losung von (2. 23) bedeutet. Wir beweisen nun,
daB (2. 24) nur fiir p =0 = 0 und u (¢) = 0 moglich ist.

Es ist nun fiir alle ¢ .
2.26)  0i () + oo @+ To) —b @]+ u @+ T —u @ =0.
Da nimlich 3(¢) die Periode T, hat, ist die eckige Klammer wegen (2. 23)
Losung von (2. 25). Und da auch § Lésung von (2. 23) ist, ist die ganze linke
Seite von (2. 26) Losung von (2. 25); ihr Anfangswert ist wegen (2. 24) und

N
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wegen b (0) = 0 Null, also ist sie identisch Null. Aus (2.13) und (2.23)
folgt nun

b =5 ®O+al), &==2.
Die eckige Klammer in (2. 26) hat also nach (2.14) und (2. 15) den Wert

Ty @) 0+ 35250 + [0 + T — s 0]

/4

Setzt man % 4~ og = v und

(2.27) o TR (@) 50 + [0+ o LA 500 =7 @,
so folgt
5(0) +w @+ To) —w () =0,
wo 1 (¢) Losung und 3(#) eine periodische Ldsung von (2. 25) ist. Dies be-
deutet aber, dall
() = ——-50) + q)
0

mit periodischen ¢ ist. Solche Losungen kann es aber, wie erwéhnt, nicht
geben, wenn nicht % = 0ist. Da 3, j linear unabhiingig sind, folgt aus (2. 27)
und aus der Voraussetzung (1.2) o =0 und ¢ = 0. Wegen (2. 24) hat also
u (t) die Periode T,.

SchlieBlich folgt aus den Gleichungen (2.18) wegen dyo=1° und da

dp°=1u, t=0, ist, ‘

n-e=1u-e=0, .t=0.
Eine periodische Ldsung von 1t = g, (1) mit diesen Eigenschaften mufl, wie
oben hervorgehoben, verschwinden. Damit ist der Beweis fiir die Hxistenz
einer periodischen Schar beendet.

Die Losungen (2.19) sind bei & =0 analytisch,

(2. 28) T = Ty (1 + ry6+ a2+ ...),
0= e+ pagt
Die periodische Losung (¢, £) von (2. 3), und damit die periodische Lésungs-
schar
(2. 29) T (t,e)=¢y (e
yon (1), ist an jeder Stelle (¢,0) analytisch.

Ubrigens bekommt man genau dieselben periodischen Losungen, wenn
man von einem Vielfachen m T, der Periode statt von T, ausgeht, d.h.
wenn man in einer Umgebung des Wertesystems
(2. 30) T=mT, p=0, §°=3
statt (2. 20) operiert. Am Beweise andert sich nichts Wesentliches.
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3. Beendigung des Beweises fiir den Satz.

Zu beliebig grofiem L > T, gibt es zwei positive Zahlen @ und b mit folgen-
der Higenschaft. Jede periodische Lésung g (£) == 0 von (1), deren Periode
kleiner als L ist, die zu einem p mit | u | < b gehért und welche in || < @
liegt, kommt bei passender Wahl des t-Nullpunktes in der Schar (2.29),
(2.28), e >0, vor. .

Wiire das nicht der Fall, so géibe es eine Folge von periodischen Lisungen
t () == 0 beschriinkter Periode T' < L und von entsprechenden u-Werten mit

(3.1) w=Max|[g@®)|—0, p—0
¢

und derart, daB kein Paar g (¢), » der obigen Schar angehért. Von den
Lisungen 1
b ) =30
von (2. 3), mit x statt e, gilt dann
Max 1 (1) | =1.
t

Man betrachte zunichst eine Teilfolge, fiir welche die Anfangswerte konver-
gieren, §°— 3% Dann gilt fiir |¢| <L gleichmiiBig 9 &) —3(), wo
& = 2(3) mit 5 (0) = 3% ist. Wegen Max | | =1 ist 3 nicht identisch Null.
3 18t von der Form (2. 8), ¢ == 0, und hat die Grundperiode 7,. Man verlege
in 3 (¢) den &-Nullpunkt an diejenige Stelle, wo - e =0 wird. Dann ist dort
§-e==0. Diese Grofe kann > 0 angenommen werden, denn sonst kénnte

man es wegen
s+ 3T =—30)

durch Verlegung von ¢==0 um % T, erreichen. Es ist also

#e=0, 3%e>0.
Hieraus folgt, da in der Nihe von 3° und fiir kleine » und | 4} alle Losungen
der Differentialgleichung (2. 3) (x statt &) einmal die Hyperebene t) +e =0
schneiden. In diesen Schnittpunkt werde ¢ = 0 gelegt. Von der betrachteten
Folge 4) (¢), », u gilt dann nach dieser Wahl ebenfalls 10— 3° und

§ee=0, g=ileridemg>0

sowie % — 0, u— 0. Setzt'man nun

GO =700=2750, ox=e,

so ist 1) Losung von (3) fiir die Parameterwerte ¢ > 0 und . Tiir sie gilt

(2.18), - ;
hre=0, pe=1, ¢=0.
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Die Perioden in der Losungsfolge konvergieren notwendig gegen ein Viel-
faches von T, mT,. Ferner gilt e— 0. Hieraus ergibt sich aber, dafl man
in der Folge von einer geeigneten Stelle ab in die erwihnte Umgebung von
(2. 20) bzw. von (2.30) kommt, in welcher es fiir alle geniigend kleinen &
nur eine Losung des betrachteten Gleichungssystems gibt. Die Losungen
unserer Folge miiBten dann doch der obigen Schar, und zwar mit ¢ >0,
angehoren, im Widerspruch zur Annahme. Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

Aus der eben bewiesenen Tatsache folgt nun: Wenn nicht u () =0 ist,
g0 ist der erste von Null verschiedene Koeffizient in u = e -+ upe® 4 ...
von gerader Ordnung; dasselbe gilt von der Entwicklung T' = Ty (1 + 7;¢
+ 7562+ . ..). Denn die Losungen der Schar fiir £ <C 0 und die zugehdrigen
p- und T-Werte miissen unter denen fiir &> 0 bereits vorkommen.,?)

Ingbesondere ist
(8.2) Py =Ty =0.

Die periodischen Liésungen existieren, wenn man sich auf hinreichend kleine
|p] und | g | beschrénlkd, entweder nur fiir g > 0 oder nur fiir 4 < 0 oder
nur fiir ¢ = 0.

4. Bestimmung der Koetfizienten.

Wir ben&tigen folgendes Kriterium iiber die Aufldsung der inhomogenen
Differentialgleichung

(1) m=g(w)+q, (E=2)
wo ¢ () die Periode T, hat. s sei ;
(*2) = — 2 57)

die zur homogenen adjungierte Differentialgleichung; * ist der zu & adjun-
gierte Operator (transponierte Matrix), definiert durch

(u) p==u-2%@).?
(4. 1), wo q (f) die Periode T, hat, hat dann und nur dann eine periodische
Lésung to mit der Periode Iy, wenn

Tq
(4. 8) fa-gde=0
0 .
fiir alle Losungen von (4. 2), die die Periode T, haben, gilt.
1) Und zwar mit einer Verschiebung des t-Nullpunlktes um nahezu Ty/2.

2) Das innere Produkt zweier komplexer Vektoren a, b wird im folgenden durch
2 a; b; definiert.




3

14 Eberhard Hopf:

Dieses Kriterium folgt aus dem bekannten Kriterium fiir die Lisbarkeit
eines gewdhnlichen linearen Gleichungssystems. Die Notwendigkeit folgt
direkt aus (4. 1) und (4. 2). DaB die Bedingung hinreicht, folgt so. Die
adjungierte Gleichung hat die gleichen charakteristischen Exponenten und
daher ebenfalls zwei Lésungen der Form

(4. 4) e“ta¥, e~ = (0)=—a(0),

aus denen sich alle periodischen Lésungen linear kombinieren lassen. Ferner
lehrt die Entwicklung von g () in eine Fourierreihe, daB man sich auf den

Fall
q=e"h

und den analogen Fall mit « statt — « beschriinken kann. In (4. 1) werde
=e""tc
angesetzt. (4.1) geht dann in
(€4 c=0
iiber. (4.4) und (4. 2) sind mit
(€ 4 &)*a* =0
gleichbedeutend, wihrend (4.3) b-a*==0 lautet. Daraus folgt alles mit
Hilfe des besagten Satzes.

Zweitens bendtigen wir folgende Tatsache. Zu irgendeiner Lésung 3 == 0
von § = & (3) mit der Periode T, gibt es stets eine Losung 3* der adjungierten
Gleichung mit gleicher Periode derart, daB

TO
[3-8*dt %07
0

ist.

Im entgegengesetzten Falle hitte néimlich fo = (w) -+ 3 eine Losung
mit der Periode 7, und o -+ ¢3 wire Losung der homogenen Differential-
gleichung, im Widerspruch zur Einfachheit des charakteristischen Expo-
nenten e,

3; und 3, seien zwei linear unabhiingige Losungen von (4.2) mit der
Periode T;,. Macht man von den Symbolen

T,
[q}i=0/q-aidt (E=1,2)

1) Ubrigens ist der Integrand immer konstant.
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Gebrauch, so lautet das Kriterium fiir die Losbarkeit von (4. 1) unter den
angegebenen Bedingungen

(4.5) [al; = [qla = 0.
Im iibrigen kann man 3;, 3, so wihlen, da8
(4. 6) h=0L=1 [L=[EL=0

wird, wo 3 die Losung (2. 10) von (2.4), =0, ist (Biorthogonalisierung).
Die Aufgabe der Koeffizientenbestimmung fiir die Potenzreihen-Dar-

stellung der periodischen Schar kann nun ithersichtlich gelost werden. Fiihrt
man durch

4.7) t==8(l+ 79e®*+ 75 +...)

die neue unabhsingige Variable s ein, so wird wegen (2. 28) die Periode in
der Losungsschar § =4 (s, ¢) konstant gleich Ty. 9 ist als Funktion von
s, & ebenfalls an jeder Stelle (s, 0) analytisch. Man hat

(¢ 8) h =1 (8) ey () + &G () + -,
wo alle ; die Periode T, haben. Die Ableitung nach s sei wieder durch einen
Punkt gekennzeichnet. Schreibt man einfacher
So—:g, 8:2,, Q():DI, @0'——'@,..-,
so erhilt man durch Einsetzen von (4.7) und (4. 8) in (2. 3) unter Berlick-
sichtigung von (3. 2) die rekursiven Gleichungen
(4.9) o= € (9o) (o =18)
(4. 10) . b1 =2 (9) + O (90, Ho)
4.11)  — 700+ D2 = 8 (§) + 42 ¥ (90) + 28 (Yo> b1) + & (90, Yos Do)

.........................................

aus denen die 1);, 4;, 7; zu bestimmen sind. Dazu kommen noch die aus
(2. 18) folgenden Bedingungen

(4. 12) hrre=1fp-e=0, s=0,

fir k=1, 2, .... In den Gleichungen kann wieder ¢ statt s geschrieben
werden. Durch (4. 10) und (4. 12) ist Y, als periodische Funktion mit der
Periode T, eindeutig bestimmt. Aus (4. 11) mu erst &' mit Hilfe von (2. 13)
oliminiert werden. Da die Klammer im ersten Summanden von (2. 14) Lé-
sung von 3 = & (3) ist, kann (2. 13)

(4. 13) R (@) g+ 5+ =2 0)+ 2 6)
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geschrieben werden. Setzt man

(4. 14) Yo— ) =,

was wegen (2. 15) die Periode T, hat, so folgt wegen 3 =y,
— pa B () ho— (Tz + g 35: )) B

0 =8 (b) + 28 (,, ;) + R (y,, B0, o) -

Wegen (4. 6) ist: daher
B (@) = —[28 (5o, 9y) + £ (4, Bos o) ]z
Ty -+ g “3“(})‘ = —[28 (9, 91) + R (90, Y0, 10)]2-

Hierdurch sind nach Voraussetzung (1. 2) g, und 7, bestimmt. Man lést
dann (4.15) nach v auf und gewinnt aus (4.14) und (4.12), k=2, y, ein-
deutig.

In analoger Weise bestimmen sich dib weiteren Koeffizienten aus den
spiteren Rekursionsformeln. Im allgemeinen ist #a=F0. Tst py>0, s0
existieren die periodischen Lésungen nur fiir u > 0; entsprechendes gilt
fiir py << 0. ’

(4. 15)

(4.16)

5. Die charakteristischen Exponenten der periodischen Lisungen.

Im folgenden wird teilweise von Determinanten Gebrauch gemacht, was
aber vermeidbar ist. In der léings den periodischen Lésungen von (2. 3)
gebildeten Variationsgleichung

(6.1) =2, )
ist wegen (2. 8) .

(3.-2)  8.(w) =8, () + 2e0,(h, w) + 3520, (y, y, u) +- .

Ein mit festen Anfangswerten gebildetes Fundamentalsystem u, (¢, &) hingt

analytisch von (¢,¢) ab. Die Koeffizienten in u; (7, &) =Z’a¢v,(8) u,(0)
sind bei & = 0 analytisch. Die Determinantengleichung

(3.3) Il @ (8) ~—26;; || =0, z=ez’-"(s)’
bestimmt die charakt. Exp. 4, und die Lésungen b,
1t = ety

von (1. 8). Da (5.1) durch u=1) gelést wird, ist z = 1 Wurzel von (5. 3).
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Der Exponent f, von dem in der Einleitung die Rede war, entspricht einer
einfachen Wurzel der durch z —1 dividierten Gleichung. B (g) ist also reell
und bei e =0 analytisch, f=f,62 ... (f; ist aus demselben Grunde
wie uy und 7y Null). Ist nun nicht f==0, so wird in der Determinante (5. 3)
(mit entsprechendem 2) nicht alle Minoren (u — 1)-ter Ordnung == 0. Hier-
aus folgt, daB (1.3), 4 =p, eine bei ¢ = 0 analytische Lisung b == 0 hat.
Tst jedoch B ==0, so sind nicht alle Minoren (n — 2)-ter Ordnung Null. Dann
gibt es bekanntlich eine bei & =0 analytische Losung von (5.1) der Form
1 =19 + v mit periodischen b, v, wo entweder b == 0 ist, oder v =0 ist
und v von der Losung 1t = 1) linear unabhiingig ist.1) Daf tv - o Losung
ist, driickt sich auch durch

(54:) b ='8t,e(b)’ b+':n='g‘t,s(m)
aus.

Nach diesen Vorbemerkungen berechnen wir 8,. Wir setzen dabei g, == 0
voraus. f==0 ist dann unméglich, wie nachtréglich bewiesen wird. Fithrt
_ man in (1. 8) vermdge (4. 7) s als neues ¢ ein, so wird

(1 —mpe?4...)0 + fo = 24,6 (0)
und es ist (mit dem neuen ¢)
b = v, (f) +3b1(f1) + ey (t) .. -,

wo alle v; dieselbe Periode Iy haben. Fithrt man die Potenzreihen fiir u, f,
b, t) ein, so folgt (der Index Null in den Operatoren wird wie vorher weg-
gelassen) )

.5) by = £ (),
(6. 6) by = 2 (9,) + 2D (90, bo),
(5.7) Byt — Ta0g + 0y = & (05) -+ 4o &' (0o)

+ 280 (91, bo) + 280 (90, 02) + 38 (B0, Yo, Bo)

Diese Gleichungen haben die triviale Losung

(6. 8) vﬂi"'—"o) v, =19 (#=0,1,...).
Man hat also ) _ .
(6.9) 9, = 8 (9y) + 28 (9o, Vo) »

— Tp E)o + f)z =g (t)z) +.N28I (bo) - .
+ 28 (91, Ho) + 22 (89, 1) -+ 38 (Vo5 Do> Do) -

1) Vgl. z. B. F. R. Moulton, Periodic Orbits, Washington 1920, 8. 26.

(5. 10)
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Da v, == 0 vorausgesetzt werden darf, ist

(5.11) by = 01 + 09y,
wo nicht ¢ = ¢ = 0 ist. Setzt man
(5.12) by— 20— 09 =1,

so folgt aus (4.10), (5.6) und (5.9) w = & (i), also
(6. 13) = ¢'t) + 0’ .
Bildet man die Kombination

(5.7)— g (4. 11) — 5 (5. 10),
in welcher & herausfillt, und setzt man

by—@hp—0h =1,

so ergibb sich mit Beriicksichtigung von (5. 11) und (6. 12)
(6. 14)  fa0y + 1t = & () + 20 (20 (9, 1) + R (95, 9o, 1)) + B
mit R =28 (y,, ).

Wendet man nun auf (4. 10) und (5.9) das Klammerkriterium des vorigen

Abschnitts an, so folgt nach (5. 13)
(R, =[Rl,=o0.

Wendet man es auf (5.14) an — 1 hat die Periode T, —, so folgt wegen
(4' 6)’ &= Yo,
eB2=20[29 (4, 9y) + £ (9, Y05 Yolz,
also wegen (4.16)
0fy=— 2ou & (e).
Ebenso folgt

0fy =—2¢ (Tz‘l".“z's“gxi)-

Demnach ist entweder Bs durch (1.4) gegeben — dann ist Bs Wegen g == O

nicht Null —, oder es ist §, = 0. In jedem Falle ist o : ¢ vollstindig bestimmt
(Im zweiten Fall ist g = 0).

Zum Nachweis, daB der erste Fall wirklich eintritt, muBten wir eine langere
Betrachtung anstellen. Man denke sich das Verfahren folgendermafen

schematisiert. Die Gleichung fiir f und v (sie ist die auf (5. 4) folgende Glei-
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chung) dividiere man durch den Klammerfaktor, Sie ist dann wieder von
der Form

b +,BD = 'gt,e(b)

mitl St’a=80+881+8222+...,
wo &, ein konstanter Operator ist, wihrend &;, ¢ > 0, von ¢ mit der Periode
T, abhiingt. Die Kooffizienten von 1, & werden durch obige Division nicht
geiindert. Tinsetzen der Potenzreihen liefert

60 = 80 (Uo) b)

By = 8o (01) + & (1), ‘

Babo + 05 = B¢ (vg) + & (91) + Lo (),

Byt Baby + 5= 8 (vg) + &1 (bs) + 85 (vy) + &5(0p)

usw. Die Situation ist folgende. Tiir ¢ = 0 gibt es zwei Losungen %, 3 der
Periode T,. Bs ist ferner

(5. 15)

(6. 16) by =03+ o3

und .

(6. 17) [8.6)] =[28.()] =0
fiir beide Klammerindizes. Hs ergibt sich

(5. 18) by=0g+oh-+¢s+0%

mit festen periodischen g, ). Das Klammerkriterium ergibt fiir die dritte
Gleichung (b. 16)
. == 4, B
(5. 19) Pae 10+ Byo
o= 4y0 + Byo
mit : .
(5. 20) A, =[8(0) + L@  Bi=[80)+ L@l
withrend ¢, o wegen (5.17) herausfallen. Die Situation ist nun die, daB
die Gleichungen (B.18) mit den Unbekannten fy, ¢, o zwei verschiedene

reelle Losungen f, haben.?) Zu ihnen gehéren zwei linear unabhingige Paare -

(¢, 0). Jedes der beiden Losungssysteme fiihrt nun zu einer eindeutigen
Bestimmung der f;, b; durch die Rekursionsformeln, wenn man b geeignet

1) Man hitte §, = 0 nicht vorauszusetzen brauchen. Nach dem Klammerkriterium
ist es eine Tolge von (5.17).

2) Im allgemeinen Talle, d.h. wenn die speziellen Bedingungen (8. 17) nicht erfiills
gind, tritt die Verzweigung in zwei Fille bereits bei der zweiten Gleichung (5. 15) ein.
Die Losung der Aufgabe in diesem Falle findet sich in I'. R. Moulton, Periodic Orbite.
Vgl. Kap. I, inshesondere S. 34 und 8. 40.

ottt e e e
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normiert. Hierzu wihle man einen konstanten Vektor a <=0 derart, daB
by - a =1 (2= 0) fiir beide Paare (g, o) in (5. 16) ausfillt. Man fordere dann

pra=1, =0,
d.h. 9;,7a=0 (¢=0) fiir > 0. Setzt man
gra=0C, 3-a=D (t=0),
so folgt, daB das Gleichungssystem
- (41 —f2) 0+ Byo =0
(6.21) 4o+ (By—fp) o =0
Co+Do=1

fiir jeden der beiden Werte von g, die Unbekannten 0, o eindeutig festlegt.
Bis jetzt sind By, g, 0, v, bestimmt. Aus der dritten Gleichung (5. 15) erhalt
man nach Einsetzen von (5. 18) mit Berticksichtigung der Definition von g, B

(5. 22) bo=0' g+ )+ 3-4+0"35+...,

wo die weggelassenen Glieder bereits bekannt sind. Setzt man (5. 18) und
(6.22) in die vierte Gleichung (5.15) ein, so erhilt man nach Anwendung
des Klammerkriteriums mit Riicksicht auf (5. 20) die Glleichungen

efs— (di—f,) ¢ — Byo' = .. )

03— Ay0' — (By—By) 0’ = ....
Dazu tritt noch wegen v;-a =0 (= 0) die Gleichung
Co+Do=....

Durch die drei Gleichungen sind nun die drei GréBen Bs, @', 0" eindeutig be-
stimmt. Fiir die Determinante errechnet man mit Hilfe von (8. 21) den Wert

4y + By—2f,.
Br ist == 0 Null, da nach Voraussetzung (5. 19) zwei verschiedene Lésungen

Pe hat. Damit sind f, ¢/, ¢’ und v, bestimmt.

Man iiberzeugt sich nun leicht, daB im nichsten Schritt B4s €', " durch
Gleichungen mit genau denselben linken Seiten bestimmt gind, und daf}
durch die weiteren analogen Schritte alles festgelegt wird. ‘

Wir kehren noch einmal zu der uns interessierenden speziellen Aufgabe
zuriick und stellen fest, daB es bei gecigneter Normierung zwei verschiedene
formale Potensreihenpaare (£, b) gibt, die die Gleichung

(1 —7ye24...) 04 B = 84.(v)
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lésen. Andererseits wurde vorher festgestellt, dal es unter der Voraussetzung
B == 0 zwei wirkliche Loésungen gibt, von denen eine bekannt ist, namlich
(6.8). Unter dieser Voraussetzung ist also die zweite (normierte) Losung
durch die betreffenden Potenzreihen darstellbar und es gilt wirklich die
Formel (1. 4) fiir f;. Zur vollstindigen Erledigung muBl noch gezeigt werden,
daB nicht A== 0 sein lcann, wenn gy, == 0 ist, Wir zeigen das wieder an Hand
der schematisierten Aufgabe. Da (5.19) die Losung f; = @ = 0 hat und das
zweite By == 0 ist, ist

(5. 23) B,= B,=0, A;=0.

Wire f==0, so hiitte (5.4) eine Losung mit den dort angegebenen Eigen—v
schaften.
Finsetzen der Potenzreihen fiir v, w ergibt

bo —F 105 = B (),
(5. 24) by 4 1o = & (101) + & (1),
by + ‘:02 = 2o (wg) + 24 () + By () -
Es ist
(5. 25) | 0,= 0 + 5.
Da v, auch von dieser Form ist, mufl nach dem Klammerkriterium g = 0
sein. Wegen (5.17) folgt analog b; =0. Ahnlich wie in (5. 18) wird

wy=0g+oh+ s+
Oben war bewiesen worden, daf o = &, ,(v) eine bis auf einen Faktor ein-
deutige Losung der Periode T, hat (9). Es ist also sicher
Dz - A%.

Anwendung der Klammerregel auf (5. 24) ergibt #hnlich wie oben wegen
(6. 20) die Gleichungen (in denen ¢, ¢’ wieder herausfallen)

O = Alg + BIG:

2- — A2 Q “I_ BZO'.

Wegen (5.23) folgt also @ == 4 =0, und daher b,=0. Nach (5. 25) ist vy =03.
Zieht man nun von der zweiten Gleichung (5. 4) die Lésung oty von fo = 8 ()
ab und dividiert man durch e, so kann man das ganze Verfahren wiederholen,
und es folgh schrittweise v; =0, also b = 0. Damit ist bewiesen, daf nicht
p =0 sein kann.

Die Rechtfertigung der Formel (1. 4) ist damit unter der Voraussetzung
tip == 0 vollstindig. Diese Voraussetzung kénnte durch u == 0 ersetzt werden.
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Die Betrachtung wiirde sich allein darin #ndern, daB in der Koeffizienten-
berechnung der Verzweigungsfall spiter auftritt.

Die Umsténdlichkeit der Uberlegung kénnte folgendermaBen vermieden
werden. Man berechnet zuerst rein formal wie oben die Koeffizienten der
Potenzreihen fiir # und v und beweist dann die Konvergenz direkt durch ge-
eignete Anwendung der Majorantenmethode. Dies entspriche unserer Ab-
sicht, die Anwendung auf partielle Differentialsysteme zu erleichtern. Man
kann aber auch die Diskussion des Verzweigungsfalles und den Beweis von
(1. 4) ausschlieBlich mit Determinanten fiihren.



